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CHAPTER 1

数列、级数与函数

1 数列极限 . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
2 级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
3 数列及级数不等式 . . . . . . . . . . . . 22
4 发散级数 . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
5 数论函数与无穷级数、无穷乘积 . . . . 24
6 稠密性与一致分布 . . . . . . . . . . . . 30

本章节包括数列极限、级数、单变量函数等相关问题.
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10 数列、级数与函数

1

1.1

1. 假设 {𝑎𝑛}𝑛∈N 与 {𝑏𝑛}𝑛∈N分别满足 𝑎𝑛 = 𝑜(𝑛)和 𝑏𝑛 = 𝑜(𝑛)当 𝑛→ ∞. 那么数列

𝑐𝑛 B max
0≤𝑘≤𝑛

(𝑎𝑘 + 𝑏𝑛−𝑘)

是否一定满足 𝑐𝑛 = 𝑜(𝑛)当 𝑛→ ∞?

2. 设 𝑚 ∈ Z+. 对 𝑖 = 1, . . . , 𝑚,假设数列 {𝑥𝑖,𝑛}𝑛∈N满足 lim
𝑛→∞

𝑥𝑖,𝑛
𝑛

= 𝑥𝑖 ∈ R. 定义数列

𝑦𝑛 B max
𝑛1+···+𝑛𝑚=𝑛

𝑛𝑖∈N
(𝑥1,𝑛1 + · · · + 𝑥𝑚,𝑛𝑚 ).

问 lim
𝑛→∞

𝑦𝑛
𝑛
是否一定存在? 如果存在,是否可以用 𝑥1, . . . , 𝑥𝑚 来表示该极限?

.

解答. ■

1.2

上述问题是否可以推广到无穷多个数列的情形?

1.3: Toeplitz

设 𝑛, 𝑘 ∈ N+时, 𝑡𝑛𝑘 ≥ 0,且
𝑛∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘 = 1, lim
𝑛→∞

𝑡𝑛𝑘 = 0. 如果 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 𝑎 ∈ R,令

𝑥𝑛 =
𝑛∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘𝑎𝑘 ,

则 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎.

.

由
𝑛∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘 = 1, 可不妨设 𝑎 = 0, 否则考虑数列 {𝑎𝑛 − 𝑎}. 此时对任意 𝜀 > 0, 取 𝑁1 ∈ N+, 使 𝑛 > 𝑁1 时有

|𝑎𝑛 | <
𝜀

2
. 另由 lim

𝑛→∞
𝑡𝑛𝑘 = 0,取 𝑁2 ∈ N+,使 𝑛 > 𝑁2时有 (不妨设 𝑎1 ≠ 0)

0 ≤ 𝑡𝑛𝑘 <
𝜀

2
𝑁1∑
𝑙=1

|𝑎𝑙 |
, 𝑘 = 1, 2, . . . , 𝑁1.
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此时当 𝑛 ≥ 𝑁 B max{𝑁1, 𝑁2}时有

|𝑥𝑛 | =
����� 𝑛∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘𝑎𝑘

����� ≤ 𝑁1∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘 |𝑎𝑘 | +
𝑛∑

𝑘=𝑁1+1
𝑡𝑛𝑘 |𝑎𝑘 |

<
𝑁1∑
𝑘=1

𝜀

2
𝑁1∑
𝑙=1

|𝑎𝑙 |
· |𝑎𝑘 | +

𝜀

2

𝑛∑
𝑘=𝑁1+1

𝑡𝑛𝑘

≤ 𝜀

2
+ 𝜀

2
= 𝜀.

即 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0. ■

1.4

1. 利用 Toeplitz定理证明
∗
∞ 型 Stolz定理: 设 {𝑏𝑛}是严格递增于 +∞的数列,如果数列 {𝑎𝑛}满足

lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 − 𝑎𝑛−1

𝑏𝑛 − 𝑏𝑛−1
= 𝐴 ∈ R,

那么 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
𝑏𝑛

= 𝐴.

2. Toeplitz定理中如果 𝑎 = +∞ (或 −∞),结论是否依然成立?

3. 若将 “
𝑛∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘 = 1”改为 “ lim
𝑛→∞

𝑛∑
𝑘=1

𝑡𝑛𝑘 = 1”,结论是否依然成立?

4. 设 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥, lim
𝑛→∞

𝑦𝑛 = 𝑦,证明: lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑥𝑘𝑦𝑛−𝑘+1 = 𝑥𝑦.

1.5

求 lim
𝑛→∞

𝑥𝑛,其中

𝑥𝑛 =
𝑛∑
𝑘=1

(√
1 + 𝑘

𝑛2 − 1
)
.

.

由于 √
1 + 𝑘

𝑛2 − 1 =
1
𝑛2 · 𝑘

1 +
√

1 + 𝑘

𝑛2

,

我们有
𝑘

𝑛2 ≥
√

1 + 𝑘

𝑛2 − 1 ≥ 1
𝑛2 · 𝑘

1 +
√

1 + 1
𝑛

.
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即

𝑛∑
𝑘=1

𝑘

𝑛2 ≥ 𝑥𝑛 ≥
𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛2 · 𝑘

1 +
√

1 + 1
𝑛

𝑛 + 1
4𝑛

≥ 𝑥𝑛 ≥ 1
2𝑛

· 𝑛 + 1

1 +
√

1 + 1
𝑛

.

由夹逼原理即得: lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =
1
4
. ■

1.6

设数列 {𝑥𝑛}满足 lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−2) = 0. 求证:

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑛
= 0.

.

由 lim
𝑘→∞

(𝑥2𝑘 − 𝑥2𝑘−2) = 0得

lim
𝑘→∞

𝑥2𝑘 − 𝑥2

𝑘 − 1
= lim
𝑘→∞

𝑘∑
𝑗=2

(𝑥2𝑘 − 𝑥2𝑘−2)

𝑘 − 1
= 0.

从而 lim
𝑘→∞

𝑥2𝑘

2𝑘
= 0. 同理由 lim

𝑘→∞
(𝑥2𝑘+1 − 𝑥2𝑘−1) = 0可得 lim

𝑘→∞

𝑥2𝑘−1

2𝑘 − 1
= 0. 故 lim

𝑛→∞
𝑥𝑛
𝑛

= 0,即有

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑛
= 0.

■

1.7

1. 试利用 Cauchy收敛准则与 𝜀 − 𝑁 语言证明本题结论.

2. 设 𝑝为一正整数. 若数列 {𝑥𝑛}满足 lim
𝑛→∞

(𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛) = 𝑑 ∈ R. 证明:

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑛
= 0.

3. 设 𝑝为一正整数. 若数列 {𝑥𝑛}满足

−∞ < lim inf
𝑛→∞

(𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛) ≤ lim sup
𝑛→∞

(𝑥𝑛+𝑝 − 𝑥𝑛) < +∞,

则是否一定有

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 − 𝑥𝑛−1

𝑛
= 0?
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1.8

设级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 收敛, {𝑝𝑛}为一个严格递增到正无穷的正数数列. 证明:

lim
𝑛→∞

∑𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑝𝑛
= 0.

.
由 Abel分部求和公式:

𝑛∑
𝑘=1

𝑝𝑘𝑎𝑘 =
𝑛−1∑
𝑘=1

𝐴𝑘 (𝑝𝑘 − 𝑝𝑘−1) + 𝐴𝑛𝑝𝑛,

其中 𝐴𝑛 B
𝑛∑
𝑘=1

𝑎𝑘 . 即有

1
𝑝𝑛

𝑛∑
𝑘=1

𝑝𝑘𝑎𝑘 = 𝐴𝑛 −
∑
𝐴𝑘 (𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘)

𝑝𝑛
.

记 𝐴 B lim
𝑛→∞

𝐴𝑛 =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛,则由 Stolz定理得

lim
𝑛→∞

∑
𝐴𝑘 (𝑝𝑘+1 − 𝑝𝑘)

𝑝𝑛
= lim
𝑛→∞

𝐴𝑛−1 (𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1)
𝑝𝑛 − 𝑝𝑛−1

= 𝐴.

从而

lim
𝑛→∞

∑𝑛
𝑘=1 𝑝𝑘𝑎𝑘

𝑝𝑛
= 𝐴 − 𝐴 = 0.

■

1.9

试证明若题设中 “严格递增”改为 “递增”(即不减),结论依然成立.

1.10

设 𝛼 ∈ R,求

lim
𝑛→∞

𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛 + 𝑘𝛼 .

.
记

𝑆𝑛 B
𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛 + 𝑘𝛼 .

对 𝛼不同的取值分类讨论:

1. 𝛼 < 1时,
𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛 + 𝑛𝛼 ≤

𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛 + 𝑘𝛼 ≤

𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛 + 1

,

即
𝑛

𝑛 + 𝑛𝛼 ≤ 𝑆𝑛 ≤ 𝑛

𝑛 + 1
,
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从而 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 1.

2. 𝛼 = 1时,

lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = lim
𝑛→∞

1
𝑛

𝑛∑
𝑘=1

1

1 + 𝑘
𝑛

=
∫ 1

0

1
1 + 𝑥 d𝑥 = ln 2.

3. 𝛼 > 1时,取 𝛽满足 1 < 𝛽 < 𝛼,则

0 <
𝑛∑
𝑘=1

1
𝑛 + 𝑘𝛼 =

[ 𝛽√𝑛]∑
𝑘=1

1
𝑛 + 𝑘𝛼 +

𝑛∑
𝑘=[ 𝛽√𝑛]+1

1
𝑛 + 𝑘𝛼

≤ [ 𝛽√𝑛]
𝑛

+ 𝑛 −
𝛽
√
𝑛

𝑛𝛼/𝛽

≤ 1
𝑛1−1/𝛽 + 1

𝑛𝛼/𝛽−1 → 0 (𝑛→ ∞).

即 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛 = 0.

■

1.11

数列 {𝑎𝑛}满足:
0 < 𝑎1 < 1, 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 (1 − 𝑎𝑛), 𝑛 ≥ 1.

证明: (1) lim
𝑛→∞

𝑛𝑎𝑛 = 1;
(2)

lim
𝑛→∞

𝑛(1 − 𝑛𝑎𝑛)
ln 𝑛

= 1.

.

(1)简单的归纳可证: 1 < 𝑎𝑛+1 < 𝑎𝑛 < 1,从而 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 存在,记极限为 𝑎. 则 𝑎 = 𝑎(1 − 𝑎),即 𝑎 = 0.
另一方面,由 𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 (1 − 𝑎𝑛),得

1
𝑎𝑛+1

=
1
𝑎𝑛

+ 1
1 − 𝑎𝑛

.

从而由 Stolz定理得

lim
𝑛→∞

𝑛𝑎𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛

1/𝑎𝑛
= lim
𝑛→∞

1
1
𝑎𝑛+1

− 1
𝑎𝑛

= lim
𝑛→∞

1
1/(1 − 𝑎𝑛)

= lim
𝑛→∞

(1 − 𝑎𝑛) = 1.

(2)由于

𝑛(1 − 𝑛𝑎𝑛)
ln 𝑛

= 𝑛𝑎𝑛 ·

1
𝑎𝑛

− 1

ln 𝑛
,

由 (1)我们只需证

lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

− 1

ln 𝑛
= 1.
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且由 Stolz定理

lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛

− 1

ln 𝑛
= lim
𝑛→∞

1
𝑎𝑛+1

− 1
𝑎𝑛

− 1

ln(𝑛 + 1) − ln 𝑛

= lim
𝑛→∞

1
1 − 𝑎𝑛

− 1

ln
(
1 + 1

𝑛

) = lim
𝑛→∞

𝑎𝑛
1 − 𝑎𝑛

1/𝑛 = lim
𝑛→∞

𝑛𝑎𝑛 = 1.

■

1.12

1. 实际上由本题结论可知

𝑎𝑛 =
1
𝑛
− ln 𝑛
𝑛2 + 𝑜

(
ln 𝑛
𝑛2

)
, (𝑛→ ∞).

试对此表达式余项进行更精细的估计.

2. 试对数列 {𝑥𝑛}建立类似如上的结论并证明,其中数列 {𝑥𝑛}定义为:

𝑥1 > 0, 𝑥𝑛+1 = 𝑥𝑛 +
1
𝑥𝑛
, 𝑛 ≥ 1.

1.13: Tannery

设数列 {𝑎 (𝑘 )𝑛 }𝑘,𝑛∈N+ 满足:

• 每个级数 𝑆𝑘 =
∞∑
𝑛=1

𝑎 (𝑘 )𝑛 收敛;

• 对任意固定 𝑛 ∈ N+,有 lim
𝑘→∞

𝑎 (𝑘 )𝑛 = 𝑎𝑛;

• 存在正项收敛级数 𝑇 =
∞∑
𝑛=1

𝐴𝑛,并且对任意 𝑛, 𝑘 ∈ N+,有 |𝑎 (𝑘 )𝑛 | ≤ 𝐴𝑛.

那么级数 𝑆 =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 收敛,并且 𝑆 = lim
𝑘→∞

𝑆𝑘 .

.
首先,由 lim

𝑘→∞
𝑎 (𝑘 )𝑛 = 𝑎𝑛 及 |𝑎 (𝑘 )𝑛 | ≤ 𝑎𝑛 可知 |𝑎𝑛 | ≤ 𝐴𝑛,因此级数 𝑆 绝对收敛 (实际上每个 𝑆𝑘 显然也绝对收

敛).
任取 𝜀 > 0,则存在 𝑁 ∈ N+,有

∞∑
𝑛=𝑁+1

𝐴𝑛 ≤ 𝜀

3
. 此时

∞∑
𝑛=𝑁+1

|𝑎 (𝑘 )𝑛 | < 𝜀

3
,

∞∑
𝑛=𝑁+1

|𝑎𝑛 | <
𝜀

3
, ∀𝑘 > 0.

另一方面,由于 lim
𝑘→∞

𝑎 (𝑘 )𝑛 = 𝑎𝑛,我们可以找到某个 𝐾 (依赖于 𝑁),使得

|𝑎𝑛 − 𝑎 (𝑘 )𝑛 | ≤ 𝐾

3𝑁
, ∀1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁.
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因此,当 𝑘 > 𝐾 时,

|𝑆 − 𝑆𝑘 | =
����� 𝑁∑
𝑛=1

(𝑎𝑛 − 𝑎 (𝑘 )𝑛 ) +
∞∑

𝑛=𝑁+1
𝑎𝑛 −

∞∑
𝑛=𝑁+1

𝑎 (𝑘 )𝑛

�����
≤

𝑁∑
𝑛=1

|𝑎𝑛 − 𝑎 (𝑘 )𝑛 | +
∞∑

𝑛=𝑁+1
|𝑎𝑛 | +

∞∑
𝑛=𝑁+1

|𝑎 (𝑘 )𝑛 |

< 𝑁 · 𝜀

3𝑁
+ 𝜀

3
+ 𝜀

3
= 𝜀.

综上 lim
𝑘→∞

𝑆𝑘 = 𝑆. ■

1.14

1. 求极限 lim
𝑛→∞

𝑆𝑛,其中

𝑆𝑛 =

(
1
𝑛

)𝑛
+

(
2
𝑛

)𝑛
+ · · · +

(𝑛
𝑛

)𝑛
.

(提示: 令

𝑎 (𝑞)𝑝 =


(
𝑞 − 𝑝
𝑞

)𝑞
, 1 ≤ 𝑝 ≤ 𝑞

0, 𝑝 > 𝑞

再使用 Tannery定理)

2. 考虑建立上述数列 𝑆𝑛 的更精细的渐进性质.

1.15

定义数列

𝑎1 = 𝑥, 𝑎𝑛+1 =

(
2 + 1

𝑛

)
𝑎𝑛 − 1.

证明: 存在唯一实数 𝑥使得数列 {𝑎𝑛}收敛.

.

记幂级数

𝜙(𝑧) =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛
𝑧𝑛.

则由递推公式,得

𝜙′ (𝑧) − 𝑥 =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛+1𝑧
𝑛 =

∞∑
𝑛=1

( (
2 + 1

𝑛

)
𝑎𝑛 − 1

)
𝑧𝑛

= 2𝑧𝜙′ (𝑧) + 𝜙(𝑧) − 𝑧

1 − 𝑧 .

从而 (√
1 − 2𝑧𝜙(𝑧)

) ′
=
√

1 − 2𝑧𝜙′ (𝑧) − 1
√

1 − 2𝑧
𝜙(𝑧) = 𝑥

√
1 − 2𝑧

− 𝑧

(1 − 𝑧)
√

1 − 2𝑧
.
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故

𝜙(𝑧) = 1
√

1 − 2𝑧

∫ 𝑧

0

𝑥 − (𝑥 + 1)𝑡
(1 − 𝑡)

√
1 − 2𝑡

d𝑡

=
1

√
1 − 2𝑧

·
(
2 arctan

√
1 − 2𝑡 − (𝑥 + 1)

√
1 − 2𝑡

) ���𝑧
0

=
2 arctan

√
1 − 2𝑧 − 𝜋

2
+ (𝑥 + 1)

√
1 − 2𝑧

− (𝑥 + 1).

若 {𝑎𝑛}收敛,可知 𝜙(𝑧)收敛半径应为 1. 但由上式知,这必须导致(
2 arctan

√
1 − 2𝑧 − 𝜋

2
+ (𝑥 + 1)

) ���
𝑧=1/2

= 0 ⇒ 𝑥 =
𝜋

2
− 1.

此时

𝜙(𝑧) = 2
arctan

√
1 − 2𝑧

√
1 − 2𝑧

− 𝜋

2

= 2
∞∑
𝑛=0

(2𝑧 − 1)𝑛
2𝑛 + 1

− 𝜋

2
.

令

Φ(𝑦) = 2
∞∑
𝑛=0

(2𝑧 − 1)𝑛
2𝑛 + 1

· 𝑦2𝑛+1 − 𝜋

2
, 𝑦 ∈ [−1, 1] .

则 Φ(0) = −𝜋
2
, Φ(1) = 𝜙(𝑧),且

Φ′ (𝑦) = 2
∞∑
𝑛=0

(2𝑧 − 1)𝑛𝑦2𝑛 =
2

1 − (2𝑧 − 1)𝑦2 =
2

1 + 𝑦2 − 2𝑦2𝑧
.

故

Φ(𝑦) = −𝜋
2
+ 2

∫ 𝑦

0

d𝑦
1 + 𝑦2 − 2𝑦2𝑧

= −𝜋
2
+ 2

∫ 𝑦

0

1
1 + 𝑦2

∞∑
𝑛=0

(
2𝑦2

1 + 𝑦2

)𝑛
𝑧𝑛d𝑦

= −𝜋
2
+

∞∑
𝑛=0

(
2
∫ 𝑦

0

1
1 + 𝑦2

(
2𝑦2

1 + 𝑦2

)𝑛
d𝑦

)
𝑧𝑛

=
∞∑
𝑛=1

(
2
∫ 𝑦

0

1
1 + 𝑦2

(
2𝑦2

1 + 𝑦2

)𝑛
d𝑦

)
𝑧𝑛.

从而

𝑎𝑛 = 2𝑛
∫ 1

0

1
1 + 𝑦2

(
2𝑦2

1 + 𝑦2

)𝑛
d𝑦.

注意到对任意 𝑓 , 𝑔 ∈ 𝐶 [0, 1],且 𝑓 ( [0, 1)) ⊂ [0, 1), 𝑓 (1) = 1,有

lim
𝑛→∞

𝑛

∫ 1

0
𝑓 (𝑡)𝑔(𝑡)𝑛d𝑡 = 𝑓 (1).

从而 lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 1.

综上,当且仅当 𝑥 =
𝜋

2
− 1时数列 {𝑎𝑛}收敛,且此时 𝑎𝑛 极限为 1. ■
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1.16

1. 试证明恒等式
𝑛−1∑
𝑘=1

𝑘∏
𝑗=1

𝑎 𝑗

𝑎 𝑗+1 + 1
= (1 + 𝑎1) ·

(
𝑎1

1 + 𝑎1
− 𝑎1 · · · 𝑎𝑛

(1 + 𝑎1) · · · (1 + 𝑎𝑛)

)
,

并由此来解决上面的问题.

2. 若 𝑎0, 𝑎1为实数,且数列 {𝑎𝑛}满足

𝑎𝑛+1 = 𝑎𝑛 +
2

𝑛 + 1
𝑎𝑛−1,

证明数列
{ 𝑎𝑛
𝑛2

}
收敛并求其极限.

2

2.1

证明: 如果对任意趋于 0的数列 {𝑥𝑛},级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛𝑥𝑛 都收敛,则级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 必绝对收敛.

.
这里是解答. ■

2.2

幂级数收敛半径等价性 (私货).

2.3

讨论级数
∞∑
𝑛=1

(−1) [
√
𝑛]

𝑛𝑝
(𝑝 > 0)

的敛散性.

.
1. 𝑝 > 1时,显然该级数绝对收敛.

2. 0 < 𝑝 ≤ 1: 注意到对任意正整数 𝑘 ,

[
√
𝑛] = 𝑘 ⇔ 𝑘 ≤

√
𝑛 < 𝑘 + 1 ⇔ 𝑘2 ≤ 𝑛 ≤ 𝑘2 + 2𝑘.

记

𝑎𝑘 =
2𝑘∑
𝑗=0

1
(𝑘2 + 𝑗) 𝑝

.
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则 (
(𝑘 + 1)2 − 𝑘2

)
· 1
(𝑘2 + 2𝑘) 𝑝

≤ 𝑎𝑘 ≤
(
(𝑘 + 1)2 − 𝑘2

)
· 1
𝑘2𝑝 ,

即 𝑎𝑘 ∼ 2𝑘1−𝑝 . 若原级数收敛,则 lim
𝑘→∞

𝑎𝑘 = 0,从而 𝑝 >
1
2
.

若 𝑝 >
1
2
,则 lim

𝑘→∞
𝑎𝑘 = 0,知原级数收敛⇔

∞∑
𝑘=1

(−1)𝑘𝑎𝑘 收敛. 此时有 Leibniz判别法,只需证明 {𝑎𝑘}递

减 (𝑘 充分大时),则有原级数收敛. 事实上:

𝑎𝑘 − 𝑎𝑘−1 =
2𝑘∑
𝑗=0

1
(𝑘2 + 𝑗) 𝑝

−
2(𝑘+1)∑
𝑗=0

1(
(𝑘 + 1)2 + 𝑗

) 𝑝
=

2𝑘∑
𝑗=0

(
1

(𝑘2 + 𝑗) 𝑝
− 1(

(𝑘 + 1)2 + 𝑗
) 𝑝 )

− 1(
(𝑘 + 2)2 − 2

) 𝑝 − 1(
(𝑘 + 2)2 − 1

) 𝑝
≥ (2𝑘 + 1) ·

(
1

(𝑘2 + 2𝑘) 𝑝
− 1(

(𝑘 + 1)2 + 2𝑘
) 𝑝 )

− 2
(𝑘 + 1)2𝑝

≥ 2
𝑘2𝑝 ·

((
𝑘 + 1

2

)
·
((

1 + 2
𝑘

)−𝑝
−

(
1 + 4

𝑘
+ 1
𝑘2

)−𝑝)
−

(
1 + 1

𝑘

)−2𝑝
)

∼ 2
𝑘2𝑝 · (2𝑝 − 1) > 0 (𝑘 充分大).

其中第三行的不等式用到了函数

𝑓 (𝑥) = 1
(𝑘2 + 𝑥) 𝑝

− 1(
(𝑘 + 1)2 + 𝑥

) 𝑝
在区间 [0, 2𝑘] 上的递减性 (可由 𝑦 = 𝑡−𝑝 凹凸性直接给出). 从而 𝑝 >

1
2
时原级数收敛.

■

2.4

讨论下列级数的敛散性:

(1)
∞∑
𝑛=1

cos(𝑦 ln 𝑛)
𝑛𝑥

, (2)
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 cos(𝑦 ln 𝑛)
𝑛𝑥

.

.
1. 𝑥 > 1时,显然该级数绝对收敛. 下证 𝑥 ≤ 1时,该级数均发散. 𝑦 = 0时显然成立. 以下不妨设 𝑦 > 0.

固定 𝑘 ∈ N+,考虑 𝑛使

2𝑘𝜋 − 𝜋

3
≤ 𝑦 ln 𝑛 ≤ 2𝑘𝜋 + 𝜋

3
.

即

exp
(
2𝑘𝜋
𝑦

− 𝜋

3𝑦

)
≤ 𝑛 ≤ exp

(
2𝑘𝜋
𝑦

+ 𝜋

3𝑦

)
. (1.1)

对满足 (1.1)式的正整数 𝑛,有 cos(𝑦 ln 𝑛) ≥ cos
𝜋

3
=

1
2
. 记

𝑁𝑘 B
[
exp

(
2𝑘𝜋
𝑦

− 𝜋

3𝑦

)]
, 𝑁𝑘 + 𝜎𝑘 B

[
exp

(
2𝑘𝜋
𝑦

+ 𝜋

3𝑦

)]
.
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则由于 𝑥 ≤ 1,有

𝑁𝑘+𝜎𝑘∑
𝑗=𝑁𝑘+1

cos
(
𝑦 ln 𝑗

)
𝑗 𝑥

≥ 1
2
· 𝜎𝑘 ·

1
𝑁𝑘 + 𝜎𝑘

≥
exp

(
2𝑘 𝜋
𝑦 + 𝜋

3𝑦

)
− exp

(
2𝑘 𝜋
𝑦 − 𝜋

3𝑦

)
− 1

2 · exp
(

2𝑘 𝜋
𝑦 + 𝜋

3𝑦

)
→ 1

2

(
1 − exp

(
−2𝜋

3𝑦

))
> 0.

(1.2)

此时由 (1.2)式及 Cauchy收敛准则知 𝑥 ≤ 1时原级数发散.

2. 若该级数收敛,则 lim
𝑛→∞

(−1)𝑛−1 cos(𝑦 ln 𝑛)
𝑛𝑥

= 0,从而必有 𝑥 > 0. 下证 𝑥 > 0时,该级数均收敛.

此时 lim
𝑛→∞

(−1)𝑛−1 cos(𝑦 ln 𝑛)
𝑛𝑥

= 0,故只需证明级数

∞∑
𝑘=1

( cos
(
𝑦 ln(2𝑘 − 1)

)
(2𝑘 − 1)𝑥 −

cos
(
𝑦 ln(2𝑘)

)
(2𝑘)𝑥

)
收敛. 其中: ����cos(𝑦 ln 𝑛)

𝑛𝑥
−

cos
(
𝑦 ln(𝑛 + 1)

)
(𝑛 + 1)𝑥

����
=

�������
𝑛𝑥

(
cos(𝑦 ln 𝑛) − cos

(
𝑦 ln(𝑛 + 1)

) )
+

(
(𝑛 + 1)𝑥 − 𝑛𝑥

)
cos(𝑦 ln 𝑛)

𝑛𝑥 (𝑛 + 1)𝑥

�������
≤ 1

(𝑛 + 1)𝑥

����2 sin
𝑦 ln 𝑛 + 𝑦 ln(𝑛 + 1)

2
sin

𝑦 ln 𝑛 − 𝑦 ln(𝑛 + 1)
2

���� + (𝑛 + 1)𝑥 − 𝑛𝑥
𝑛𝑥 (𝑛 + 1)𝑥

≤ 2
(𝑛 + 1)𝑥

�����sin 𝑦 ln
(
1 + 1

𝑛

)
2

����� +
(
1 + 1

𝑛

) 𝑥 − 1
(𝑛 + 1)𝑥

∼ (𝑥 + |𝑦 |)
𝑛1+𝑥 .

由 𝑥 > 0时,级数
∞∑
𝑛=1

1
𝑛1+𝑥 < +∞,知原级数收敛.

■

2.5

讨论如下级数的敛散性:

(1)
∞∑
𝑛=1

sin(𝑦 ln 𝑛)
𝑛𝑥

, (2)
∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 sin(𝑦 ln 𝑛)
𝑛𝑥

.

并由此得到下列复级数在 C上的收敛区域:

(1) 𝜁 (𝑠) B
∞∑
𝑛=1

1
𝑛𝑠
, (2) 𝜂(𝑠) B

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛−1 1
𝑛𝑠
.
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2.6

计算极限:
lim
𝑛→∞

𝜁 (𝑛 + 1) − 1
𝜁 (𝑛) − 1

.

.

这里是解答. ■

2.7

设 {𝑎𝑛}, {𝜑𝑛}为正数列, 𝜑𝑛 = 𝑂
(

1
ln 𝑛

)
, 𝑛→ ∞. 证明: 若

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 < +∞,则
∞∑
𝑛=1

𝑎
1−𝜑𝑛
𝑛 < +∞.

.

假设 𝐾 > 0使
𝜑𝑛 ≤ 𝐾

1
ln 𝑛

, 𝑛 ≥ 2.

记

𝑆 B
{
𝑛 : 𝑎𝑛 ≤ 1

𝑛2

}
, 𝑇 B N+ \ 𝑆.

对充分大的 𝑛 ∈ 𝑆,有 (注意到 𝑛充分时 𝑎𝑛 < 1及 𝑒𝐾/𝑛 < 1)

𝑎
1−𝜑𝑛
𝑛 ≤ 𝑎1− 𝐾

ln𝑛
𝑛 = 𝑎

ln(𝑛/𝑒𝐾)
ln𝑛

𝑛 =

(
𝑒𝐾

𝑛

) ln(1/𝑎𝑛 )
ln𝑛

≤ 𝑒2𝐾

𝑛2 .

另一方面,对充分大的 𝑛 ∈ 𝑇 ,有

𝑎
1−𝜑𝑛
𝑛

𝑎𝑛
≤ 𝑎−

𝐾
ln𝑛

𝑛 =

(
1
𝑎𝑛

) 𝐾
ln𝑛

≤ 𝑛2𝐾/ln 𝑛 = 𝑒2𝐾 .

故
∞∑
𝑛=1

1
𝑛2 < +∞ ⇒

∑
𝑛∈𝑆

𝑎
1−𝜑𝑛
𝑛 < +∞,

以及
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 < +∞ ⇒
∑
𝑛∈𝑇

𝑎
1−𝜑𝑛
𝑛 < +∞.

从而
∞∑
𝑛=1

𝑎
1−𝜑𝑛
𝑛 < +∞. ■
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2.8

设无穷级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 绝对收敛,且对任意正整数 𝑘 有

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑘𝑛 = 0.

证明: 对任意正整数 𝑛, 𝑎𝑛 = 0.

.
这里是解答. ■

2.9

正数列 {𝑎𝑛}满足:

0 < 𝑎𝑛 ≤
∞∑

𝑘=𝑛+1
𝑎𝑘 ,

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 = 1.

证明: 对任意 𝑥 ∈ (0, 1),存在一个 N+ 的子列 (𝑘 𝑝),使 𝑥 =
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑘𝑝 .

.
这里是解答. ■

3

3.1: Hardy-Landau

设 {𝑎𝑛}为非负数列,且级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 收敛. 证明: 对任意 𝑝 > 1,有

∞∑
𝑛=1

(
𝑎1/𝑝

1 + · · · + 𝑎1/𝑝
𝑛

𝑛

) 𝑝
≤

(
𝑝

𝑝 − 1

) 𝑝 ∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛.

.
记

𝐴𝑛 B
1
𝑛

𝑛∑
𝑖=1

𝑎1/𝑝
𝑖 .

由 Young不等式:
𝑎𝑏 ≤ 1

𝑝
𝑎𝑝 + 1

𝑞
𝑏𝑞 (𝑎, 𝑏 ≥ 0, 𝑝, 𝑞 > 1,

1
𝑝
+ 1
𝑞
= 1),

有

𝐴𝑝−1
𝑛 𝐴𝑛−1 ≤

(𝑝 − 1)𝐴𝑝𝑛 + 𝐴𝑝𝑛−1
𝑝

,
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从而

𝐴𝑝𝑛 − 𝑝

𝑝 − 1
𝐴𝑝−1
𝑛 𝑎1/𝑝

𝑛 = 𝐴𝑝𝑛 − 𝑝

𝑝 − 1
(
𝑛𝐴𝑛 − (𝑛 − 1)𝐴𝑛−1

)
𝐴𝑝−1
𝑛

= 𝐴𝑝𝑛
(
1 − 𝑛𝑝

𝑝 − 1
)
+ (𝑛 − 1)𝑝

𝑝 − 1
𝐴𝑝−1
𝑛 𝐴𝑛−1

≤ 𝐴𝑝𝑛
(
1 − 𝑛𝑝

𝑝 − 1
)
+ 𝑛 − 1
𝑝 − 1

(
(𝑝 − 1)𝐴𝑝𝑛 + 𝐴𝑝𝑛−1

)
=

1
𝑝 − 1

(
(𝑛 − 1)𝐴𝑝𝑛−1 − 𝑛𝐴

𝑝
𝑛

)
,

即得
𝑁∑
𝑛=1

𝐴𝑝𝑛 − 𝑝

𝑝 − 1

𝑁∑
𝑛=1

𝐴𝑝−1
𝑛 𝑎1/𝑝

𝑛 = − 𝑛

𝑝 − 1
𝐴𝑝𝑛 ≤ 0.

再由 Hölder不等式,有

𝑁∑
𝑛=1

𝐴𝑝𝑛 ≤ 𝑝

𝑝 − 1

𝑁∑
𝑛=1

𝐴𝑝−1
𝑛 𝑎1/𝑝

𝑛 ≤ 𝑝

𝑝 − 1

(
𝑁∑
𝑛=1

(𝐴𝑝−1
𝑛 )𝑞

)1/𝑞 (
𝑁∑
𝑛=1

𝑎𝑛

)1/𝑝

,

即 (
𝑁∑
𝑛=1

𝐴𝑝𝑛

)1−1/𝑞

≤ 𝑝

𝑝 − 1

(
𝑁∑
𝑛=1

𝑎𝑛

)1/𝑝

,

进而有
𝑁∑
𝑛=1

𝐴𝑝𝑛 ≤
(

𝑝

𝑝 − 1

) 𝑝 𝑁∑
𝑛=1

𝑎𝑛 ≤
(

𝑝

𝑝 − 1

) 𝑝 ∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛.

令 𝑁 → ∞即得证. ■

3.2

1. 上述定理中的系数
(

𝑝

𝑝 − 1

) 𝑝
是否是最优系数?

2. 试证明 Hardy-Landau不等式对任意 𝑝 < 0亦成立.

3.3: Carleman

设正项级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 收敛,则
∞∑
𝑛=1

𝑛
√
𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 ≤ 𝑒

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛.

.
由 Hardy-Landau不等式,对任意 𝑝 > 1, 𝑁 ∈ N+,有

𝑁∑
𝑛=1

(
𝑎1/𝑝

1 + · · · + 𝑎1/𝑝
𝑛

𝑛

) 𝑝
≤

(
𝑝

𝑝 − 1

) 𝑝 ∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛,
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从而令 𝑝 → +∞,上述不等式依然成立,即有

𝑁∑
𝑛=1

𝑛
√
𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 ≤ 𝑒

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛.

令 𝑁 → ∞即得证. ■

3.4

1. 上述系数 𝑒是否为最优系数?

2. 证明如下 Carleman不等式的加强形式: 若正项级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 收敛,则对任意 𝑘 ∈ N+有

∞∑
𝑛=1

𝑛
√
𝑎1𝑎2 · · · 𝑎𝑛 ≤ 𝑘−1

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛

(
𝑛 + 𝑘
𝑛

)𝑛
.

4

5

5.1

证明: 对任意 𝑎 > 1,有 ∑
𝑝,𝑞∈N+
(𝑝,𝑞)=1

(𝑎𝑝+𝑞 − 1)−1 = (𝑎 − 1)−2.

.
由于对任意 𝑥 > 1,

(𝑥 − 1)−1 =
𝑥−1

1 − 𝑥−1 =
∞∑
𝑘=1

𝑥−𝑘 ,

我们有

(𝑎𝑝+𝑞 − 1)−1 =
𝑛∑
𝑘=1

𝑎−𝑘 (𝑝+𝑞) ,

而

(𝑎 − 1)−2 = ©­«
∞∑
𝑗=1
𝑎−𝑖

ª®¬ =
∞∑
𝑖, 𝑗=1

𝑎−(𝑖+ 𝑗 ) .

注意到,对任意 𝑖, 𝑗 ∈ N+,集合
{𝑘 (𝑝 + 𝑞) : 𝑝, 𝑞, 𝑘 ∈ N+, (𝑝, 𝑞) = 1}

与

{𝑖 + 𝑗 : 𝑖, 𝑗 ∈ N+}

有一一对应,实际上即由

𝑖 + 𝑗 = (𝑖, 𝑗)
(

𝑖

(𝑖, 𝑗) +
𝑗

(𝑖, 𝑗)

)
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给出. 从而 ∑
𝑝,𝑞∈N+
(𝑝,𝑞)=1

(𝑎𝑝+𝑞 − 1)−1 =
∞∑
𝑘=1

∑
𝑝,𝑞∈N+
(𝑝,𝑞)=1

𝑎−𝑘 (𝑝+𝑞) =
∞∑
𝑖, 𝑗=1

𝑎−(𝑖+ 𝑗 ) = (𝑎 − 1)2.

其中涉及所有级数均绝对收敛,可任意调换顺序. ■

5.2

设 {𝑎𝑛}为非负数列, 𝑎1 = 1,且
𝑎𝑚𝑛 = 𝑎𝑚𝑎𝑛, ∀𝑚, 𝑛 ∈ N+.

证明: 对任意实数 𝑠,无穷级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
收敛当且仅当无穷乘积

∏
𝑝

(
1 − 𝑎𝑝𝑝−𝑠

)−1 (𝑝 从小到大依次取遍所

有正素数)收敛,且收敛时有 ∏
𝑝

(
1 −

𝑎𝑝

𝑝𝑠

)−1
=

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠
.

.

这里是解答. ■

5.3

1. 试由此题结论证明素数有无穷多个,并且∑
𝑝<𝑥

1
𝑝
∼ ln ln 𝑥, 𝑥 → +∞.

2. 若数列 {𝑎𝑛}满足 𝑎1 = 1,
𝑎𝑚𝑛 = 𝑎𝑚𝑎𝑛, 𝑚, 𝑛 ∈ N+, (𝑚, 𝑛) = 1,

以及

𝑎𝑝𝑟 = 𝑎𝑝𝑎𝑝𝑟−1 − 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1𝑎𝑝𝑟−2 , 𝑝为素数, 𝑟 ∈ Z≥2,

其中 𝜒为 N+ → C函数, 𝑘 为正的常数. 则有

∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛
𝑛𝑠

=
∏
𝑝

(
1 − 𝑎𝑝 · 𝑝−𝑠 + 𝜒(𝑝)𝑝𝑘−1 · 𝑝−2𝑠

)−1
,

若假设 𝑠的选取使左边级数绝对收敛.
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5.4

对 𝑛 ∈ N,令 𝑝(𝑛)为将 𝑛表示为一些正整数之和的方式的数量 (𝑝(0) = 1),即 . 记

𝑝(𝑞) B
∞∑
𝑛=0

𝑝(𝑛)𝑞𝑛 ( |𝑞 | < 1).

证明:

𝑝(𝑞) =
∞∏
𝑚=1

1
1 − 𝑞𝑚 .

.

这里是解答. ■

5.5

1. 若记 Δ(𝑞) = 𝑞
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)24,证明:

Δ(𝑞) ≡ 𝑞
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞25𝑛)𝑝(𝑞) mod 5;

2. 根据模形式理论相关结果, 若将 Δ(𝑞) 写为 Δ(𝑞) =
∞∑
𝑛=0

𝑎(𝑛)𝑞𝑛, 则有 𝑎5𝑛 ≡ 0 mod 5. 由此证明:

𝑝(5𝑛 + 4) ≡ 0 mod 5 (Ramanujan).

5.6

1. 确定恒等式
𝑛∏
𝑖=1

(1 + 𝑞2𝑖−1𝑥)(1 + 𝑞2𝑖−1𝑥−1) = 𝐶0 +
𝑛∑
𝑖=0

𝐶𝑖 (𝑥𝑖 + 𝑥−𝑖)

中的系数 𝐶𝑖 .

2. 证明 (Jacobi恒等式)

∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛−1𝑥)(1 + 𝑞2𝑛−1𝑥−1) (1 − 𝑞2𝑛) =
∞∑

𝑛=−∞
𝑞𝑛

2
𝑥𝑛 ( |𝑞 | < 1).

3. 证明:
∞∑

𝑛=−∞
(−1)𝑛𝑞𝑛2

=
∞∏
𝑛=1

1 − 𝑞𝑛
1 + 𝑞𝑛 ( |𝑞 | < 1).

.

1. 易见欲证等式左边展开后确实会有右边此种形式. 一般来说我们会期望 𝐶0 可以很快算出来, 但我们
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会发现 𝐶0并不好求,而实际上 𝐶𝑛 是可以直接算出来的:

𝐶𝑛 =
𝑛∏
𝑖=1

𝑞2𝑖−1 = 𝑞𝑛
2
.

另一方面,将欲证等式左边记为 𝜑𝑛 (𝑥),则可见

𝜑𝑛 (𝑞2𝑥) = 𝜑𝑛 (𝑥) ·
(1 + 𝑞2𝑛+1𝑥)(1 + 𝑞−1𝑥−1)
(1 + 𝑞2𝑛−1𝑥−1) (1 + 𝑞𝑥)

= 𝜑𝑛 (𝑥) ·
1 + 𝑞2𝑛+1𝑥

𝑞𝑥 + 𝑞2𝑛 .

结合欲证等式右边形式可得 (系数对应相等)

𝐶𝑖𝑞
2𝑖+1 + 𝑞2𝑛𝐶𝑖+1 · 𝑞2(𝑖+1) = 𝐶𝑖+1 + 𝑞2𝑛+1𝐶𝑖 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1.

即

𝐶𝑖 = 𝐶𝑛
𝑛−1∏
𝑗=𝑖

1 − 𝑞2𝑛+2𝑖+2

𝑞2𝑖+1 (1 − 𝑞2(𝑛−𝑖) )
= 𝑞𝑖

2
𝑛−𝑖∏
𝑗=1

1 − 𝑞2(𝑛+𝑖+ 𝑗 )

1 − 𝑞2 𝑗 , 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛 − 1.

2. 固定 𝑥 ∈ R \ {0},显然无穷乘积
∞∏
𝑖=1

(1 + 𝑞2𝑖−1𝑥)(1 + 𝑞2𝑖−1𝑥−1)

关于 𝑞在 (−1, 1)上内闭一致收敛. 即由第一题可得

lim
𝑛→∞

(
𝐶0 +

𝑛∑
𝑖=0

𝐶𝑖 (𝑥𝑖 + 𝑥−𝑖)
)
=

∞∏
𝑖=1

(1 + 𝑞2𝑖−1𝑥)(1 + 𝑞2𝑖−1𝑥−1),

而上式左边由第一题算出的 𝐶𝑖 的值可知也关于 𝑞是内闭一致收敛的极限. 从而我们可以取逐项极限.
易知

lim
𝑛→∞

𝐶𝑖 = 𝑞
𝑖2

∞∏
𝑗=1

(1 − 𝑞2 𝑗 )−1, 𝑖 = 0, 1, 2, . . . .

综上,
∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛−1𝑥) (1 + 𝑞2𝑛−1𝑥−1) =
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞2𝑛)−1

(
1 +

∞∑
𝑛=1

𝑞𝑛
2 (𝑥𝑛 + 𝑥−𝑛)

)
.

即得证.

3. 在第二题中令 𝑥 = −1,得

∞∑
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝑞𝑛2
=

∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞2𝑛−1)2 (1 − 𝑞2𝑛)

=
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛) (1 − 𝑞2𝑛−1) =
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)2

1 − 𝑞2𝑛

=
∞∏
𝑛=1

1 − 𝑞𝑛
1 + 𝑞𝑛 .

■



28 数列、级数与函数

5.7

证明:

1. (Euler五边形数定理)
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛) =
∞∑

𝑛=−∞
(−1)𝑛𝑞 3𝑛2+𝑛

2 (|𝑞 | < 1),

并由此得到上题中的分拆数满足如下递推关系式:

𝑝(𝑛) =
∑

𝑘∈Z\{0}
(−1)𝑘+1𝑝(𝑛 − 𝜔(𝑘)),

其中 𝜔(𝑘) = (3𝑘2 + 𝑘)/2.

5.8

令 |𝑞 | < 1,证明:

1.
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)3 =
1
2

∞∑
𝑛=1

(−1)𝑛 (2𝑛 + 1)𝑞
𝑛(𝑛+1)

2 ;

2.
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)6 =
1
2

∞∑
𝑟 ,𝑠=−∞

(
(2𝑟 + 1)2 − (2𝑠)2)𝑞𝑟 (𝑟+1)+𝑠2

;

3.
∞∏
𝑛=1

(
1 − 𝑞𝑛
1 + 𝑞𝑛

)4
= 1 − 8

∞∑
𝑛=1

(
(2𝑛 − 1) 𝑞2𝑛−1

1 + 𝑞2𝑛+1 − 2𝑛
𝑞2𝑛

1 + 𝑞2𝑛

)
;

4. ( ∞∑
𝑛=−∞

𝑞𝑛
2

)4

= 1 + 8
∑

𝑛≥1, 4∤𝑛
𝑛

𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 ;

5. 对任意正整数 𝑛,将 𝑛表示为 4个整数的平方和的方法数

Card
{
(𝑎1, 𝑎2, 𝑎3, 𝑎4) ∈ Z4 : 𝑎2

1 + 𝑎2
2 + 𝑎2

3 + 𝑎2
4 = 𝑛

}
为 (下面 𝑑 为正整数)

8
∑

4∤𝑑, 𝑑 |𝑛
𝑑.

.

1. 在上题 Jacobi恒等式中将 𝑥替换为 −𝑥2𝑞,再将 𝑞2换为 𝑞,最后两边再同乘 𝑥,可得

(𝑥 − 𝑥−1)
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛𝑥2) (1 − 𝑞𝑛𝑥−2)(1 − 𝑞𝑛) =
∞∑

𝑛=−∞
(−1)𝑛𝑞

𝑛(𝑛+1)
2 𝑥2𝑛+1

.
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两边对 𝑥求导并再令 𝑥 = 1得

2
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)3 =
∞∑

𝑛=−∞
(−1)𝑛 (2𝑛 + 1)𝑞

𝑛(𝑛+1)
2 .

两边同除以 2即得证.

2. 对第 1小题中等式两边平方,得
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)6 =
1
4

∞∑
𝑚,𝑛=−∞

(2𝑚 + 1)(2𝑛 + 1)𝑞
𝑚(𝑚+1)+𝑛(𝑛+1)

2

=
1
4

∑
2 | (𝑚−𝑛)

(2𝑚 + 1) (2𝑛 + 1)𝑞
𝑚(𝑚+1)+𝑛(𝑛+1)

2 + 1
4

∑
2∤(𝑚−𝑛)

(2𝑚 + 1)(2𝑛 + 1)𝑞
𝑚(𝑚+1)+𝑛(𝑛+1)

2 .

做换元: 在和式第一项中令 (𝑚, 𝑛) = (𝑟 + 𝑠, 𝑟 − 𝑠),在和式第二项中令 (𝑚, 𝑛) = (𝑠 + 𝑟, 𝑠 − 𝑟 − 1),得
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)6 =
1
2

∞∑
𝑟 ,𝑠=−∞

(
(2𝑟 + 1)2 − (2𝑠)2)𝑞𝑟 (𝑟+1)+𝑠2

.

3. 继续由第 2小题中恒等式:
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)6 =
1
2

( ∞∑
𝑠=−∞

𝑞𝑠
2

∞∑
𝑟=−∞

(2𝑟 + 1)2𝑞𝑟 (𝑟+1) −
∞∑

𝑟=−∞
𝑞𝑟 (𝑟+1)

∞∑
𝑠=−∞

(2𝑠)2𝑞𝑠
2

)
. (1.3)

由 Jacobi恒等式
∞∑

𝑛=−∞
𝑞𝑛

2
=

∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛−1)2 (1 − 𝑞2𝑛),

两边求导,有 (注意到 𝑓 ′ = 𝑓 (log | 𝑓 |)′)
∞∑

𝑛=−∞
𝑛2𝑞𝑛

2
= 2

∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛−1)2 (1 − 𝑞2𝑛) ·
( ∞∑
𝑛=1

(2𝑛 − 1) 𝑞2𝑛−1

1 + 𝑞2𝑛−1 −
∞∑
𝑛=1

𝑛
𝑞2𝑛

1 − 𝑞2𝑛

)
.

同理由 Jacobi恒等式
∞∑

𝑛=−∞
𝑞𝑛

2+𝑛 =
∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛)2 (1 − 𝑞2𝑛),

求导得
∞∑

𝑛=−∞
(𝑛2 + 𝑛)𝑞𝑛2+𝑛 = 2

∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛)2 (1 − 𝑞2𝑛) ·
( ∞∑
𝑛=1

2𝑛
𝑞2𝑛

1 + 𝑞2𝑛 −
∞∑
𝑛=1

𝑛
𝑞2𝑛

1 − 𝑞2𝑛

)
.

带回 (1.3),得
∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)6 =
1
2

( ∞∑
𝑠=−∞

𝑞𝑠
2

∞∑
𝑟=−∞

(2𝑟 + 1)2𝑞𝑟 (𝑟+1) −
∞∑

𝑟=−∞
𝑞𝑟 (𝑟+1)

∞∑
𝑠=−∞

(2𝑠)2𝑞𝑠
2

)
=

∞∏
𝑛=1

(1 + 𝑞2𝑛−1)2 (1 + 𝑞2𝑛)2 (1 − 𝑞2𝑛)2

·
(
1 − 8

∞∑
𝑛=1

(
(2𝑛 − 1) 𝑞2𝑛−1

1 + 𝑞2𝑛−1 − 2𝑛
𝑞2𝑛

1 + 𝑞2𝑛

))
=

∞∏
𝑛=1

(1 − 𝑞𝑛)2 (1 + 𝑞𝑛)4 ·
(
1 − 8

∞∑
𝑛=1

(
(2𝑛 − 1) 𝑞2𝑛−1

1 + 𝑞2𝑛−1 − 2𝑛
𝑞2𝑛

1 + 𝑞2𝑛

))
.

即得证.
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4. 由上一问题的第 3小题和本问题的第 3小题,有( ∞∑
𝑛=−∞

(−1)𝑛𝑞𝑛2

)4

=
∞∏
𝑛=1

(
1 − 𝑞𝑛
1 + 𝑞𝑛

)4

= 1 − 8
∞∑
𝑛=1

(
(2𝑛 − 1) 𝑞2𝑛−1

1 + 𝑞2𝑛−1 − 2𝑛
𝑞2𝑛

1 + 𝑞2𝑛

)
.

将 𝑞替换为 −𝑞,得( ∞∑
𝑛=−∞

𝑞𝑛
2

)4

= 1 + 8
∞∑
𝑛=1

(
(2𝑛 − 1) 𝑞2𝑛−1

1 − 𝑞2𝑛−1 + 2𝑛
𝑞2𝑛

1 + 𝑞2𝑛

)
= 1 + 8

∞∑
𝑛=1

𝑛
𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 − 8
∞∑
𝑛=1

2𝑛𝑞2𝑛
(

1
1 − 𝑞2𝑛 − 1

1 + 𝑞2𝑛

)
= 1 + 8

∞∑
𝑛=1

𝑛
𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 − 8
∞∑
𝑛=1

4𝑛
𝑞4𝑛

1 − 𝑞4𝑛

= 1 + 8
∑

𝑛≥1, 4∤𝑛
𝑛

𝑞𝑛

1 − 𝑞𝑛 .

5. 将第 4小题中右边逐项展开,有( ∞∑
𝑛=−∞

𝑞𝑛
2

)4

= 1 + 8
∑

𝑛≥1, 4∤𝑛
𝑛

∞∑
𝑘=1

𝑞𝑘𝑛 = 1 + 8
∞∑
𝑙=1

©­«
∑

4∤𝑑, 𝑑 |𝑙
𝑑
ª®¬ 𝑞𝑙

(这里做了 𝑑 = 𝑛, 𝑙 = 𝑘𝑛的代换). 而上式等式左边等于
∞∑
𝑛=1

𝑟 (4, 𝑛)𝑞𝑛,其中 𝑟 (4, 𝑛) 为将 𝑛表示为 4个整

数的平方和的方法数. 从而比较系数即得

𝑟 (4, 𝑛) = 8
∑

4∤𝑑, 𝑑 |𝑛
𝑑, ∀𝑛 ∈ N+.

■

5.9

证明: 对任意正整数 𝑛,将 𝑛表示为 8个整数的平方和的方法数为

16 ©­«
∑
𝑑 |𝑛

𝑑3 − 2
∑
2𝑑 |𝑛

𝑑3 + 16
∑
4𝑑 |𝑛

𝑑3ª®¬ .

6

本节我们用 {𝑥} B 𝑥−[𝑥]来表示实数 𝑥的小数部分 ([𝑥]为 𝑥整数部分). 因此为了避免混淆,我们用 (∗𝑛)𝑛≥1

来表示数列.
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6.1

设正数列 (𝑎𝑛)𝑛≥1 满足: lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0,且级数
∞∑
𝑛=1

𝑎𝑛 发散. 记 𝑆𝑛 为 (𝑎𝑛) 的前 𝑛项和. 证明:
(
{𝑆𝑛}

)
𝑛≥1 在

[0, 1] 中稠密.

.

我们只需证明对任意子开区间 (𝑝, 𝑞) ⊆ [0, 1],都必存在 𝑛使得 {𝑆𝑛}位于 (𝑝, 𝑞)中.
取 𝜀0 ∈ (0, 𝑞 − 𝑝), 则由 lim

𝑛→∞
𝑎𝑛 = 0 知存在 𝑁 ∈ N+ 使 𝑛 > 𝑁 时有 0 < 𝑎𝑛 < 𝜀0. 记 𝑚 B [𝑆𝑁 ]. 若

{𝑆𝑁 } ∈ (𝑝, 𝑞) 中, 则得证. 否则不妨设 {𝑆𝑁 } ∈ [0, 𝑝], 即 𝑆𝑁 ∈
[
𝑚, 𝑚 + 𝑝

]
. 由于 lim

𝑛→∞
𝑆𝑛 = +∞, 知必存在

𝑘 ∈ N+ 使 𝑆𝑁+𝑘 > 𝑚 + 𝑞. 即
𝑆𝑁 ≤ 𝑚 + 𝑝 < 𝑚 + 𝑞 < 𝑆𝑁+𝑘 .

假设不存在 𝑛 ∈ N+, 𝑁 < 𝑛 < 𝑁 + 𝑘 ,使
𝑚 + 𝑝 < 𝑆𝑛 < 𝑚 + 𝑞.

则必存在 𝑛0 ∈ N+, 𝑁 ≤ 𝑛0 < 𝑁 + 𝑘 ,使

𝑆𝑛0 ≤ 𝑚 + 𝑝, 𝑆𝑛0+1 ≥ 𝑚 + 𝑞.

此时有

𝑎𝑛0+1 = 𝑆𝑛0+1 − 𝑆𝑛0 ≥ 𝑞 − 𝑝 > 𝜀0,

这与 𝑛0 + 1 > 𝑁 矛盾! 证毕. ■

6.2:

称数列 (𝑥𝑛)𝑛≥1为区间 [0, 1] 上的一致分布,若对任意 𝑢, 𝑣 ∈ [0, 1],有

lim
𝑁→+∞

Card
{
𝑛 : 1 ≤ 𝑛 ≤ 𝑁, 𝑢 ≤ {𝑥𝑛} ≤ 𝑣

}
𝑁

= 𝑣 − 𝑢.

6.3: Weyl

证明: 数列 (𝑥𝑛)𝑛≥1为 [0, 1] 上的一致分布当且仅当对任意连续的以 1为周期的连续函数 𝑓 有

lim
𝑁→+∞

1
𝑁

𝑁∑
𝑛=1

𝑓 (𝑥𝑛) =
∫ 1

0
𝑓 (𝑥)d𝑥,

并当且仅当对任意非零整数 𝑘 ,

lim
𝑁→+∞

1
𝑁

𝑁∑
𝑛=1

e2𝑖 𝜋𝑘𝑥𝑛 = 0.

.

这里是解答. ■
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6.4

证明对任意无理数 𝛼,数列 (𝑛𝛼)𝑛≥1为 [0, 1] 上的一致分布.

6.5

令 𝑎, 𝑁 为正整数. 令 𝑢1, . . . , 𝑢𝑁 为复数, 𝐿 为满足 1 ≤ 𝑎𝐿 ≤ 𝑁 的整数. 则我们有

𝐿2

����� 𝑁∑
𝑛=1

𝑢𝑛

�����2 ≤ 𝐿
(
𝑁 + 𝑎(𝐿 − 1)

) 𝑁∑
𝑛=1

|𝑢𝑛 |2

+ 2
(
𝑁 + 𝑎(𝐿 − 1)

) 𝐿−1∑
𝑙=1

(𝐿 − 𝑙) · Re
𝑁−𝑎𝑙∑
𝑛=1

𝑢𝑛𝑢̄𝑛+𝑎𝑙 .

.

这里是解答. ■

6.6

令 (𝑥𝑛)𝑛≥1为一实数列, 𝑎, 𝑏为正实数. 如果对于每个正数 𝑙,数列 (𝑥𝑛+𝑎𝑙 − 𝑥𝑛)𝑛≥1为 [0, 1]上的一致分布,
则 (𝑥𝑏𝑛)𝑛≥1为 [0, 1] 上的一致分布.

.

这里是解答. ■

6.7

令 𝑃(𝑋) = 𝑎𝑑𝑋𝑑 + · · · + 𝑎1𝑋 + 𝑎0 为次数 𝑑 ≥ 1的实多项式. 若系数 𝑎1, . . . , 𝑎𝑑 中至少有一个是无理数,
则数列

(
𝑃(𝑛)

)
𝑛≥1为 [0, 1] 上的一致分布.

.

这里是解答. ■

本节之后的内容中: 对任意实数 𝑟 ,用 ∥𝑟 ∥ 表示 𝑟 和最近的整数的距离: ∥𝑟 ∥ B min{|𝑟 − 𝑛| : 𝑛 ∈ Z}.

6.8: (2023 )

1. 是否存在非零实数 𝑠满足 lim
𝑛→+∞

∥(
√

2 + 1)𝑛𝑠∥ = 0 ?

2. 是否存在非零实数 𝑠满足 lim
𝑛→+∞

∥(
√

2 + 3)𝑛𝑠∥ = 0 ?

.
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1. 存在. 事实上直接取 𝑠 = 1即可. 下面给出证明. 注意到对任意正整数 𝑘 ,有

(
√

2 + 1)2𝑘 + (
√

2 − 1)2𝑘 =
2𝑘∑
𝑗=0
𝐶
𝑗
2𝑘 (

√
2) 𝑗 (1 + (−1)2𝑘− 𝑗 )

=
𝑘∑
𝑙=0

𝐶2𝑙
2𝑘2

2𝑙+1 ∈ Z,

以及

(
√

2 + 1)2𝑘+1 − (
√

2 − 1)2𝑘+1 =
2𝑘+1∑
𝑗=0

𝐶
𝑗
2𝑘+1 (

√
2) 𝑗 (1 − (−1)2𝑘+1− 𝑗 )

=
𝑘∑
𝑙=0

𝐶2𝑙
2𝑘+122𝑙+1 ∈ Z,

并且 (
√

2 − 1)𝑛 ∈ (0, 1/2),对任意 𝑛 ∈ N+. 从而我们有

∥(
√

2 + 1)𝑛∥ = (
√

2 − 1)𝑛, ∀𝑛 ∈ N+.

故

lim
𝑛→∞

(
√

2 − 1)𝑛 = 0 ⇒ lim
𝑛→∞

∥(
√

2 + 1)𝑛∥ = 0.

即 𝑠 = 1满足题设所需.

2. 不存在. 下面给出证明. 记 𝛼 = 3 +
√

2, 𝛽 = 3 −
√

2. 假设存在 𝑠 ∈ R \ {0},使得 lim
𝑛→∞

∥𝑠𝛼𝑛∥ = 0.

令 𝑓 (𝑥) = 𝑥2 − 6𝑥 + 7 ∈ Z[𝑥],有 𝑓 (𝛼) = 𝑓 (𝛽) = 0. 记

𝑠𝛼𝑛 = 𝑎𝑛 + 𝜀𝑛, 𝑎𝑛 ∈ Z, |𝜀𝑛 | ≤
1
2
.

由 lim
𝑛→∞

∥𝑠𝛼𝑛∥ = 0可知存在正整数 𝑛0使得, 𝑛 ≥ 𝑛0时,均有 |𝜀𝑛 | < 1/14. 由 𝑓 (𝛼) = 0我们有

𝑠𝛼𝑛 (𝛼2 − 6𝛼 + 7) = 0.

从而

𝑎𝑛+2 + 𝜀𝑛+2 − 6𝑎𝑛+1 − 6𝜀𝑛+1 + 7𝑎𝑛 + 7𝜀𝑛 = 0.

故当 𝑛 ≥ 𝑛0时,

|𝑎𝑛+2 − 6𝑎𝑛+1 + 7𝑎𝑛 | = |𝜀𝑛+2 − 6𝜀𝑛+1 + 7𝜀𝑛 |

≤ |𝜀𝑛+2 | + 6|𝜀𝑛+1 | + 7|𝜀𝑛 | < 1.

但是上述不等式左边是整数,因此

𝑎𝑛+2 − 6𝑎𝑛+1 + 7𝑎𝑛 = 0, ∀𝑛 ≥ 𝑛0. (1.4)

设 𝑥为实变量,记
𝜙(𝑥) B

∑
𝑛≥𝑛0

𝑎𝑛𝑥
𝑛,

则由 (1.4)存在互质的整系数多项式 𝑝(𝑧), 𝑞(𝑧) 使得

𝜙(𝑥) = 𝑧𝑛0
𝑝(𝑥)
𝑞(𝑥) ,
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并且 𝑞(0) = 1. 事实上,我们有

𝜙(𝑥) =
∑
𝑛≥𝑛0

𝑎𝑛𝑥
𝑛, 𝑧𝜙(𝑥) =

∑
𝑛≥𝑛0+1

𝑎𝑛−1𝑥
𝑛, 𝑧2𝜙(𝑧) =

∑
𝑛≥𝑛0+2

𝑎𝑛−2𝑥
𝑛.

故

𝜙(𝑥) − 6𝑧𝜙(𝑥) + 7𝑧2𝜙(𝑥) = 𝑎𝑛0𝑥
𝑛0 + 𝑎𝑛0+1𝑥

𝑛0+1 − 6𝑎𝑛0𝑥
𝑛0+1,

从而

𝜙(𝑥) = 𝑥𝑛0
𝑎𝑛0 + (𝑎𝑛0+1 − 6𝑎𝑛0 )𝑥

1 − 6𝑥 + 7𝑥2 ,

特别地, 𝑞(𝑥) = 1 − 6𝑥 + 7𝑥2.

再记

𝜑(𝑥) B
∑
𝑛≥𝑛0

𝜀𝑛𝑥
𝑛 =

∑
𝑛≥𝑛0

𝑠𝛼𝑛𝑥𝑛 − 𝜙(𝑥)

= 𝑠𝛼𝑛0𝑥𝑛0
1

1 − 𝛼𝑥 − 𝑧𝑛0
𝑝(𝑥)

1 − 6𝑥 + 7𝑥2 .

(1.5)

注意到 𝜀𝑛 有界,有 𝜑(𝑥) 收敛半径至少为 1. 而 (1.5)式右侧级数收敛半径至少为 1将会要求 1/𝛼为方
程 1− 6𝑥 + 7𝑥2 = 0的根,并且要求 (1.5)式右侧两项合并化简之后,得到分母的另一零点绝对值必须大
于 1. 而我们知道这个极点是 1 − 6𝑥 + 7𝑥2 = 0除了 𝑥 = 1/𝛼的另一个根,这个根通过简单计算可知即
为 1/𝛽 = 1/(3 −

√
2),但是

𝛽 > 1 ⇒
���� 1𝛽 ���� < 1,

矛盾! 这样我们完成了满足题设的非零实数 𝑠不存在的证明.

■

6.9

称实代数数 𝛼 > 1为 Pisot ,若其所有 Galois共轭 (即 𝛼在 Z[𝑥] 中的极小多项式的其他复根)模长均
严格小于 1.

1. 若代数数 𝛼 > 1,并存在非零实数 𝜉 使得 lim
𝑛→+∞

∥𝜉𝛼𝑛∥ = 0,证明: 𝛼为 Pisot数,并且 𝜉 ∈ Q(𝛼).

2. 令 𝜉 ∈ R \ {0}, 𝑝, 𝑞 ∈ N+ 且 𝑝 > 𝑞 ≥ 2, (𝑝, 𝑞) = 1. 则数列
(
{𝜉 (𝑝/𝑞)𝑛}

)
𝑛≥1有无穷多个极限点.

6.10

令 𝛼 > 2为一实数, 𝑚为一正整数. 证明: 存在实数 𝜉 ∈ (𝑚, 𝑚 + 1)使得

{𝜉𝛼𝑛} ∈
[
0,

1
𝛼 − 1

]
, ∀𝑛 ≥ 0.

.

这里是解答. ■
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6.11

对任意实数列 (𝑟𝑛)𝑛≥1 及任意正实数 𝜀,证明: 存在不可数的实数 𝛼 > 1使得 ∥𝛼𝑛 − 𝑟𝑛∥ ≤ 𝜀对任意正整

数 𝑛成立.

6.12: Furstenberg

设 𝑟, 𝑠 ∈ Z≥2,且
ln 𝑟
ln 𝑠

∉ Q. 证明: 对任意无理数 𝜉,集合
(
{𝜉𝑟𝑚𝑠𝑛}

)
𝑚,𝑛≥0在 [0, 1] 中稠密.

.
这里是解答. ■
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