
来自 2016 年的自编高考模拟卷

不想写论文的包包

5 × 10 = 50

1. （5 分） 与集合
{
(A, B, C, D) | A, B, C, D 四点不共球

}
相等的集合是 B .

A.
{
(A, B, C, D) | A, B, C, D 四点共面

}
B.

{
(A, B, C, D) | A, B, C, D

}
C.
{
(A, B, C, D) | A, B, C, D 四点中至少有三点共线

}
D.

{
(A, B, C, D) | A, B, C, D 四点共线

}

四点不共面则必共球.

若四点共面还再不共圆, 世人又怎知我可先嵌入圆, 再嵌入球.

2. （5 分） 平面 α, β 及直线 a, b, l 满足：a ⊂ α, b ⊂ β, α ⊥ β, α ∩ β = l. 则 “a ⊥ b” 是 “a ⊥ l 或

b ⊥ l” 的 A .

A.

B. 充分不必要条件

C. 必要不充分条件

D. 既不充分也不必要条件

必要性显然. 下证充分性.

不妨设 a ̸= l, 否则结果显然. 若 a ⊥ l 不成立, 任取点 p ∈ a \ l, 过 p 在 α 中做 l 的垂线 c, 则
c ⊥ β, 从而 c ⊥ b. 此时 b ⊥ a, b ⊥ c ⇒ b ⊥ α, 特别地有 b ⊥ l.

3. （5 分） a1, a2, a3 是以 d 为公差的等差数列, b1, b2, b3 是以 1 为首项的等比数列. 若 max
{
a1 +

b3, a2 + b2, a3
}

= a2 + b2, 则 d 的最大值为 C .

A. 0 B. 1 C. 2 D. 3
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高考模拟卷 包包

设 q 为该等比数列的公比. 由题意有

a1 + b3 = a1 + q2, a2 + b2 = a1 + d + q, a3 = a1 + 2d,

且

a1 + d + q ⩾ a1 + q2, a1 + d + q ⩾ a1 + 2d.

即

q ⩾ d ⩾ q2 − q.

从而 0 < q ⩽ 2, dmax = 2 (此时 q = 2).

4. （5 分） 若 a为正实数,且在极坐标 (ρ, θ)中,方程 ρ(a−sin θ) = a表示一条抛物线,则 a = D .

A. 1
4

B. 1
3

C. 1
2

D. 1

化到直角坐标系.
a
√

x2 + y2 − y = a,

即

a2(x2 + y2) = (y + a)2 = y2 + 2ay + a2,

从而

a2x2 = (1 − a2)y2 + 2ay + a2.

若此为抛物线方程, 则必有 1 − a2 = 0, 即 a = 1.

5. （5 分） 正方体 ABCD − A1B1C1D1 中, 记 O1, O2, O3, O4, O5 分别为面 A1B1C1D1, AA1B1B,
AA1D1D, BB1C1C, CC1D1D 的中心, 则平面 O1O2O3 与 O1O4O5 所成角的余弦值为 B .

A. 1
4

B. 1
3

C. 1
2

D.
√

5
4

实际上这个角即为二面角 A−B1D1 −C,也即为 ∠AO1C. 直接余弦定理可得 cos∠AO1C =
1
3

.

6. （5 分） 复平面上所有使得 z + 1
z̄ − 1

为一纯虚数的复数 z 所对应的点形成的轨迹是 C 或其一部

分.

A. 直线 B. 圆 C. D. 抛物线

第 2 页（共 10 页）



高考模拟卷 包包

记 z = x + yi. 则

z + 1
z̄ − 1

= x + 1 + yi

x − 1 − yi
= (x + 1 + yi)(x − 1 + yi)

(x + 1)2 + y2 = x2 − y2 − 1 + · · · i

· · ·

为纯虚数可得 x2 − y2 = 1. 这对应于一个双曲线方程 (思考一下为什么题目里说的是 “或其一
部分”).

7. （5 分） 数列 a1, a2, a3, . . . , a100 为公比不为 ±1的等比数列. 则从这 100项中任取三个不同项,它
们的两两的乘积仍能组成一个等比数列的概率是 B .

A. 1
22

B. 1
66

C. 1
99

D. 1
198

设取出来的三个项分别为 ai, aj , ak, 1 ⩽ i < j < k ⩽ 100. 则 aiaj , aiak, ajak 成一等比数列

等价于 2(i + k) = (i + j) + (j + k), 即 2j = i + k. 我们先取定 j 再看可以取的 i, k 的数量, 可
以得到欲求概率为

P =

99∑
j=2

min{j − 1, 100 − j}

C3
100

=

49 × (49 + 1)
2

× 2
100 × 99 × 98

2 × 3

= 1
66

.

8. （5 分） 若函数 f(x) = ex2 − ax

e1/x
在 (0, +∞) 上有零点, 其中 e 为自然对数底数, 则参数 a 的取

值范围为 A .

A. [e2, +∞) B. [1, +∞) C. [e, +∞) D. (e, +∞)

首先必定 a > 0. 再注意到

f(x) = 0 ⇔ ex2
= ax

e1/x
⇔ ln a = x2 + 1

x
− ln x.

令 h(x) = x2 + 1
x

− ln x (x > 0). 求导方法可求得 hmin = h(1) = 2 (且 hmax = +∞). 从而 a 取

值范围为 [e2, +∞).

9. （5 分） 平面直角坐标系 xOy 中, 椭圆 C1 的焦点 F1, F2 在 x 轴上, A1, A2 为 C1 左右顶点. 以
F1, F2 分别为左右顶点且以 C1 短轴为虚轴的双曲线 C2 与 C1 交于四点, 以原点 O 为圆心且经过这

四点的圆与 y 轴交于 B1, B2 两点. 则经过点 A1, A2, B1, B2 且焦点在 x 轴上的椭圆的离心率的最

大值为 B .

A. 3 − 2
√

2 B.
√

2 − 1 C.
√√

2 − 1 D. 2
√

2 − 2
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设椭圆 C1 的方程为
x2

a2 + y2

b2 = 1, a > b > 0, c :=
√

a2 − b2. 则 C2 方程应为
x2

c2 − y2

b2 = 1.

联立 C1, C2 方程, 可解得其四个交点的坐标为
(

±
√

2ac√
a2 + c2

, ± b2
√

a2 + c2

)
. 从而经过这四点的

圆的方程为

x2 + y2 = 2a2c2 + b4

a2 + c2 =: d2,

有 {B1, B2} = (0, ±d). 从而经过点 A1, A2, B1, B2 且焦点在 x 轴上的椭圆的离心率 e 为

e2 = 1 − d2

a2 = a2b2 − b4

2a4 − a2b2 = t − t2

2 − t
= 3 −

(
2 − t + 2

2 − t

)
,

其中 t = b2

a2 ∈ (0, 1). 从而当 t = 2 −
√

2 时, e 取得最大值 emax =
√

3 − 2
√

2 =
√

2 − 1.

10. （5 分） 变量 x, y 满足 
y ⩽ kx2

y ⩾ 2kx1x − kx2
1

y ⩽ 2kx2x − kx2
2

,

其中 x1, x2, k 为参数, 且 x1 < 0 < x2, k > 0. 若 y − 8x 取 时 x 的值为 1, 且有且仅有两组有
序实数对 (x, y) 使其达 , 则 k 的值为 D .

A. 1 B. 2 C. 3 D. 4

平面直角坐标系中, (x, y) 所可以处于的区域为: 抛物线 y = kx2 下方并在该抛物线上

A(x1, kx2
1), B(x2, kx2

2)两点处的两条切线上方. 从而 y −8x取最小值位置是这两条切线交点处,
即有

2kx1 − kx2
1 = 2kx2 − kx2

2 ⇒ x1 + x2 = 2.

另一方面有且仅有两组数对可使 y − 8x 取最大值, 可知这两点就是 A, B 两点, 这两点连线的
斜率就是 8. 即

8 = kx2
2 − kx2

1
x2 − x1

= k(x1 + x2) ⇒ k = 4.

5 × 5 = 25

11. （5 分） 在 △ABC 中, a, b, c 分别为顶点 A, B, C 对边长, S 为 △ABC 面积. 若有 tan A tan B ⩾
1

cos(A − B) − cos C
+ 1, 及 (a + b + c)(a + b − c) sin C ⩽ 6S, 则角 C = π

3
.
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tan A tan B ⩾ 1
cos(A − B) − cos C

+ 1

= 1
cos(A − B) + cos(A + B)

+ 1

= 1
2 cos A cos B

+ 1

⇒ sin A sin B ⩾ 1
2

+ cos A cos B ⇒ cos C ⩾ 1
2

.

另一方面,

(a + b + c)(a + b − c) sin C ⩽ 6S

⇒ a2 + 2ab + b2 − c2 ⩽ 3ab

⇒ a2 + b2 − c2 ⩽ ab ⇒ cos C = a2 + b2 − c2

2ab
⩽ 1

2
.

故 cos C = 1
2

, C = π

3
. 作为填空题来说两个只要算出一个答案基本就确定了 (堪称 “命题人之

仁慈”).

12. （5 分） 曲线 C 为函数 y = 1 − 3
4

x2 (y ⩾ 0) 图象. 点 A 为曲线 C 与 x 轴左半轴交点. 若让曲线
C 绕点 A顺时针旋转至第一次恰好仍然可以作为一个区间上的函数的图象时停止, 则旋转过程中曲
线 C 所扫过的区域的面积为 8

9
π .

A 点坐标为 (− 2√
3 , 0), C 在 A 点切线斜率为 k = − 3

2 ·
(

− 2√
3

)
=

√
3, 即该切线与 x 轴夹角

为 π
3 . 从而题意所示旋转过程总旋转角度为 π

6 . 利用 “割补法” 可知旋转过程中扫过面积等于一
个半径为 4√

3 中心角为
π
6 的扇形面积. 从而欲求面积为

π

6
·
( 4√

3

)2

= 8
9

π.

13. （5 分） 任取两个整数 a, b, 则 a2 − ab + 9b2 能被 11 整除的概率为 21
121

.

注意到

a2 − ab + 9b2 ≡ a2 − ab − 2b2 mod 11

≡ (a − 2b)(a + b) mod 11.

故 11|(a2 − ab + 9b2) ⇔ 11|(a − 2b) 或 11|(a + b). 由此可得欲求概率为
11

11 × 11
+ 11

11 × 11
− 1

11 × 11
= 21

121
,
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其中第一项为 11|(a − 2b) 的概率, 第二项为 11|(a + b) 的概率, 最后再减去重复的两者同时成
立的概率.

14. （5 分） 正实数 a, b 满足 a + b + 1
a

+ 1
b
⩽ 12, (a + b)ab ⩾ 2. 则

( 4
ab

+ 1
)

(a + b) 的取值范围

为 [8, 36] .

参见 https://zhuanlan.zhihu.com/p/41115526.

15. （5 分） 若定义在 (0, +∞) 且取值于 (0, +∞) 的函数 f(x) 满足: 对任意 x1, x2 > 0, 有

f(x1 + x2) ⩽ f(x1)f(x2)
f(x1) + f(x2)

,

则称 f(x) 为次反比函数. 以下关于次反比函数的说法中正确的是 ¬­®¯ .

¬ f(x) = 1
x

(x > 0) 为次反比函数;

­ 次反比函数必为严格单调递减函数;

® 若 f(x) 为次反比函数, 则必不存在常数 m > 0 使得对任意 x > 0 均有 f(x) ⩾ m;

¯ 若 f(x) 为次反比函数, 则必不存在常数 M > 0 使得对任意 x > 0 均有 f(x) ⩽ M ;

° 若次反比函数 f(x) 满足
2016∑
k=0

(
f(2k) + 1

f(2−k)

)
⩾ 5,

则必有 f(1) > 2.

f 为次反比函数等价于对任意 x1, x2 > 0, 有

1
f(x1 + x2)

⩾ 1
f(x1)

+ 1
f(x2)

.

¬ 直接带入验证.

­ 1/f(x1 + x2) > 1/f(x1), 即 f(x1 + x2) < f(x1).

® 1/f(2x) ⩾ 2/f(x), 从而 f(2k) ⩽ 2−kf(1), 可知这样的 m 不存在.

¯ f(x/2) ⩾ 2f(x), 从而 f(2−k) ⩾ 2kf(1), 即这样的 M 也不存在.

° 可以发现 f(x) = c

x
(x > 0) 在 c < 1/2 时也满足该不等式. 实际上我们能得到的是

f(1) > 2 或 f(1) < 1/2.
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由于
1

f(2k)
⩾ 1

f(2k−1)
+ 1

f(2k−1)
⩾ · · · ⩾ 2k

f(1)
,

以及
1

f(1)
⩾ 1

f(2−1)
+ 1

f(2−1)
⩾ · · · ⩾ 2k

f(2−k)
,

可得

f(2k) ⩽ 1
2k

· f(1), 1
f(2−k)

⩽ 1
2k

· 1
f(1)

, k ∈ Z⩾0.

由题意不等式, 即有

5 ⩽
(

f(1) + 1
f(1)

) 2016∑
k=0

1
2k

< 2
(

f(1) + 1
f(1)

)
,

从而 f(1) > 2 或 f(1) < 1/2.

75

16. （12 分） 设 C 为椭圆 x2

a2 + y2

b2 = 1, (a > b > 0) 位于第一象限的部分. 对 C 上任一点 P , 设其坐

标为 (a cos α, b sin α), 并记 P 与原点连线和 x 轴形成的夹角为 β, 其中 0 < α, β <
π

2
. 若 P 点在 C

上移动的过程中 |α − β| 的最大值为 π

6
, 求该椭圆的离心率.

由题意

tan β = b sin α

a cos α
= b

a
tan α.

从而

tan(α − β) = tan α − tan β

1 + tan α tan β
=

(
1 − b

a

)
tan α

1 + b

a
tan2 α

= a − b

b tan α + a

tan α

, tan α ∈ (0, +∞).

故 √
3

3
= tan(α − β)max = a − b

2
√

ab
⇒ b

a
= 1

3
.

那么该椭圆离心率即为 e = 2
√

2
3

.

17. （12 分） 在四棱锥 A − BCDE 中, AB ⊥ 底面BCDE, 且四边形 BCDE 为等腰梯形, 其中
BE // CD, AB = 2, BE = 1, BC = ED =

√
2, CD = 3.
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1. 求二面角 A − CE − B 的正切值.

2. P 为直线 AE 上的任意一点, F 为 AD 中点. 求证: −−→
PC · −−→

PF − −→
PA · −−→

PD 为定值.

第一题可建系可几何法 (结果大概为 2
√

5), 第二题直接建系计算, 没什么好说的.

18. （12 分） 正 (4k + 2) 边形 A1A2 · · · A4k+2 外接圆半径为 1, 其中 k 为正整数. 从顶点 A2, A3, . . .,
A2k+1, A2k+3, . . . , A4k+2 这 4k 个顶点中任取两个连成线段, 并记所得线段上的点与线段 A1A2k+2

的距离的最小值为 X.

1. 求概率 P(X = 0).

2. 记 X 的数学期望为 E(X). 求证: E(X) <
k + 1

6(2k + 1)
π.

X = 0 等价于取的点分别位于直线 A1A2k+2 两侧, 即

P(X = 0) = 2k × 2k

C2
4k

= 2k

4k − 1
.

另有

P
(

X = sin 2jπ

4k + 2

)
= 2 × 2 × (2k − 2j) + 1

C2
4k

= 4k + 1 − 4j

k(4k − 1)
,
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其中 j = 1, . . . , k. 这是 X 的完整分布列. 从而

E(X) =
k∑

j=1

4k + 1 − 4j

k(4k − 1)
sin jπ

2k + 1

<
k∑

j=1

4k + 1 − 4j

k(4k − 1)
· jπ

2k + 1

=
(4k + 1)π × k(k + 1)

2
− 4π × k(k + 1)(2k + 1)

6
k(4k − 1)(2k + 1)

= k + 1
6(2k + 1)

π.

实际上, lim
k→∞

E(X) =
∫ 1

0 (1 − x) sin(πx/2) dx = 2
π

− 4
π2 . 这对应于在圆周上任取两点连成线段

与某条固定直径的 (线段与线段之间的) 距离的均值.

19. （13 分） 令双曲线 C1 : x2

a2 − y2

b2 = 1, (a, b > 0), F1, F2 分别为 C1 左、右焦点, A1, A2 为 C1 左、右

顶点, 并记 C1 的离心率为 e1. 过 F1 的直线 l 交双曲线 C1 于 P, Q 两点, R 为直线 l 上一点, 且满
足

−−→
A1P +

−−→
A2P +

−−→
A1Q +

−−→
A2Q = λ

−−→
F2R, 其中 λ 为实数. 随着直线 l 的不同选取, 设 R 所形成轨迹为

曲线 C2. 求证:

1. λ 为定值 (与直线 l 选取无关);

2. 曲线 C2 为双曲线, 且 C2 离心率 e2 满足 e2 = e1.

取 PQ 中点 T , 则
−−→
A1P +

−−→
A2P +

−−→
A1Q +

−−→
A2Q = 2(

−−→
OP +

−−→
OQ) = 4

−→
OT,

其中 O 为坐标原点. 故

λ = 4 · |−→
OT |

|−−→F2R|
= 4 |F1O|

|F1F2|
= 2.

另一方面, 由 “点差法” 可知
kOT · kl = − b2

a2 ,

其中 kl 为 l 斜率. 故由 F2R 与 OT 平行可知

kF2R · kF1R = kOT · kl = − b2

a2 .

这也对应于一种双曲线的定义, 即点 R 形成的轨迹也是双曲线. 且实际上可以求出 C2 对应的

方程为
x2

a2 + b2 − a2y2

b2(a2 + b2)
= 1.
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总之是有 e2 = e1 的.

20. （13 分） 数列 {an} 满足:

a1 = a

(1
2

< a < 2
)

, an+1 = 5
2

− 1
an

.

1. 若 a = 7
5

, 求 {an} 通项公式.

2. 用 a 表示出使得 a1a2 · · · an

√
an+1 − an < b 对任意正整数 n 恒成立的实数 b 的最小值.

参见 https://zhuanlan.zhihu.com/p/36298147.

21. （13 分） 记 e 为自然对数底数. 若函数 y = e ln x 与函数 y = b

√
x2

a2 − 1 (b > a > 0) 的图象自左
向右分别交于横坐标分别为 x1, x2, x3 的三个不同的点, 证明:

1. x3

x1
⩽ b√

b2 − a2
;

2. b

a
<

√
e

2
.

参见 https://zhuanlan.zhihu.com/p/36286195.

实际上也有不用技巧直接证明的方法 (我高中时候写过), 但现在能力退化写不出来了.
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