
赋值树理论简介 01: 总览

以下均假设:

• 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]为二元形式幂级数环,𝔪 = (𝑥, 𝑦)为 𝑅的唯一极大理想.

• 𝐾 为 𝑅的分式域. 𝐾∗ = 𝐾 ⧵ {0}, 𝑅∗ = 𝑅 ⧵ {0}.

实际上这里的 ℂ也可以换成任意其他特征 0的代数闭域,形式幂级数环上的结果基本上也都可以直
接搬到多项式环与收敛幂级数环上.

赋值

记 ℝ+ = ℝ+ ∪ {∞}.

称非常值映射 𝑣 ∶ 𝑅 → ℝ+为一个赋值,如果其满足:

(1) 𝑣(𝜙𝜓) = 𝑣(𝜙) + 𝑣(𝜓)对所有 𝜙, 𝜓 ∈ 𝑅;

(2) 𝑣(𝜙 + 𝜓) ≥ min{𝑣(𝜙), 𝑣(𝜓)}对所有 𝜙, 𝜓 ∈ 𝑅;

(3) 𝑣(1) = 0.

• 𝑅上的赋值可以唯一地延拓到其分式域 𝐾上,并保持满足这三条公理: 定义 𝑣(𝜙/𝜓) = 𝑣(𝜙)−𝑣(𝜓),
其中 𝜓 ≠ 0.

• 易知若 𝑣(𝜙) ≠ 𝑣(𝜓),则 𝑣(𝜙 + 𝜓) = min{𝑣(𝜙), 𝑣(𝜓)}.

• 集合 𝔭 = {𝜙 ∈ 𝑅 ∣ 𝑣(𝜙) = ∞}为 𝑅的一个素理想.

• 称 𝑣是 proper的,如果 𝔭 ⊊ 𝔪.

• 称 𝑣是 centered,如果 𝑣是 proper的,并且 𝑣(𝔪) ∶= min{𝑣(𝜙) ∣ 𝜙 ∈ 𝔪} > 0.

• 称 𝑣是 normalized的,如果 𝑣(𝔪) = 1.

记 𝒱 为 𝑅上所有 centered normalized赋值全体. 注意到:

• 𝒱 上有自然的 (弱) 拓扑结构: 称一列赋值 𝑣𝑘 → 𝑣,如果对于任意 𝜙 ∈ 𝑅,有 𝑣𝑘(𝜙) → 𝑣(𝜙).

• 𝒱 上有自然的偏序结构: 称赋值 𝑣1 ≤ 𝑣2,如果对于任意的 𝜙 ∈ 𝑅,有 𝑣1(𝜙) ≤ 𝑣2(𝜙).

我们要介绍的结果是:

赋值空间 𝒱 具备一个完备的树结构.

Abhyankar不等式

若 𝑣在 𝑅∗上不取∞,则称 𝑣为 Krull 赋值. 此时其赋值环 𝑅𝑣 ∶= {0} ∪ {𝜙 ∈ 𝐾∗ ∣ 𝑣(𝜙) ≥ 0}具有唯一的
极大理想𝔪𝑣 ∶= {0} ∪ {𝜙 ∣ 𝑣(𝜙) > 0}. 称 𝑣(𝐾∗)为 𝑣的赋值群,以及 𝑣(𝑅∗)为 𝑣的赋值半群.

定义:

• 𝑣的秩 (rank) rk(𝑣)为 𝑅𝑣的 Krull维数;

• 𝑣的有理秩 (rational rank) rat.rk(𝑣) ∶= dimℚ (𝑣(𝐾∗) ⊗ℤ ℚ).

• 𝑣的超越次数 (transcendence degree) tr.deg(𝑣)为剩余域 ℂ ↪ 𝑘𝑣 ∶= 𝑅𝑣/𝔪𝑣 之间的超越扩
张次数.
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Abhyankar不等式
rat.rk(𝑣) + tr.deg(𝑣) ≤ dim𝑅 = 2.

称一个赋值为 Abhyankar 赋值,如果它使上面不等式中的等号成立.

例子

最基本的例子是所谓的重数赋值:

𝑣𝔪(𝜙) ∶= max{𝑘 ∣ 𝜙 ∈ 𝔪𝑘}.

即 𝑣𝔪(𝜙) = 𝑚(𝜙)为曲线 {𝜙 = 0}在原点处的重数. 或者说 𝑣𝔪(𝜙)等于多次调和函数 log |𝜙|在原点处的
Lelong 数.

Monomial赋值

固定局部坐标 (𝑥, 𝑦)以及 𝛼 ≥ 1. 定义赋值 𝑣𝑦,𝛼满足: 𝑣𝑦,𝛼(𝑥) = 1, 𝑣𝑦,𝛼(𝑦) = 𝛼,以及对任意 𝜙 = ∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗 ,

𝑣𝑦,𝛼(𝜙) ∶= min{𝑖 + 𝛼𝑗 ∣ 𝑎𝑖𝑗 ≠ 0}.

称这样的赋值 𝑣𝑦,𝛼为 monomial 赋值 (在坐标 (𝑥, 𝑦)下).

Monomial赋值均为 Abhyankar赋值:

• 若 𝛼 ∈ ℚ,则 rat.rk(𝑣) = tr.deg(𝑣) = 1;

• 若 𝛼 ∉ ℚ,则 rat.rk(𝑣) = 2, tr.deg(𝑣) = 0.

Monomial赋值可以对应到多次调和函数的 Kiselman number:

𝑣𝑦,𝛼(𝜙) = lim
𝑟→0+

sup
|𝑥|<𝑟, |𝑦|<𝑟𝛼

log |𝜙|

log 𝑟 .

Curve赋值

令 𝐶为一条通过原点的不可约曲线,在原点处的重数为 𝑚(𝐶),定义:

𝑣𝐶(𝜓) ∶=
𝐶 ⋅ {𝜓 = 0}
𝑚(𝐶) .

这里的相交数为两条曲线在原点处的局部相交数: 若 𝐶 由 {𝜙 = 0} 所定义, 则 𝐶 ⋅ {𝜓 = 0} =
dimℂ 𝑅/(𝜙, 𝜓). 称赋值 𝑣𝐶 为 curve 赋值. 注意到 𝑣𝐶(𝜙) = ∞.
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Divisorial赋值

考虑一个双有理态射 𝜋 ∶ 𝑋 → (ℂ2, 0). 令 𝐸为例外除子的某个不可约分支. 则存在一个唯一的正整数
𝑏 = 𝑏𝐸 使得

𝑣𝐸(𝜙) ∶= 𝑏−1𝐸 ord𝐸(𝜋∗𝜙)

为一个 𝑅上的 normalized的 (Krull)赋值. 这样的赋值称为一个 divisorial 赋值.

• 重数赋值 𝑣𝔪 是一个特殊的 divisorial赋值: 考虑 𝜋 ∶ 𝑋 → (ℂ2, 0)为原点单点的 blow-up,并取
𝐸 = 𝜋−1(0)及 𝑏𝐸 = 1.

• 对 divisorial赋值 𝑣𝐸,有 rat.rk(𝑣𝐸) = tr.deg(𝑣𝐸) = 1.

• 一个 monomial赋值 𝑣𝑦,𝛼为 divisorial赋值当且仅当 𝛼 ∈ ℚ.

Quasimonomial赋值

考虑一个双有理态射 𝜋 ∶ 𝑋 → (ℂ2, 0),并令 𝐸 ⊂ 𝜋−1(0)为例外除子的某个不可约分支. 选取点 𝑝 ∈ 𝐸,
以及一个位于 𝑝的 monomial赋值 𝜇. 则

𝑣(𝜙) ∶= 𝜋∗𝜇(𝜙)

称为一个 quasimonomial 赋值.

• Monomial赋值都是 quasimonomial赋值.

• 一个 quasimonomial赋值为 divisorial赋值当且仅当 𝛼 ∈ ℚ.

• 若 𝛼 ∈ ℚ (此时称该 quasimonomial赋值为 rational),则 rat.rk(𝑣) = tr.deg(𝑣) = 1. 若 𝛼 ∉ ℚ (此
时称该赋值为 irrational),则 rat.rk(𝑣) = 2, tr.deg(𝑣) = 0.

下面这个结果实际上对任意维数均成立:

一个 𝑅上的 Krull赋值为 Abhyankar赋值当且仅当其为一个 quasimonomial赋值.

Infinitely singular赋值

实际上存在不为 Abhyankar赋值的 𝑅上的 centered赋值,这些赋值被称为 infinitely singular 赋
值. 我们将在以后给出具体构造.
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