
赋值树理论简介 02: 树理论

本节我们介绍树 (tree)的一些基本概念.

树 (Tree)

带根无度量树 (Rooted nonmetric tree)

考虑偏序集 (𝒯,≤),称一个全序子集 𝒮 ⊂ 𝒯 为 full,如果对任意 𝜎, 𝜎′ ∈ 𝒮, 𝜏 ∈ 𝒯 且满足 𝜎 ≤ 𝜏 ≤ 𝜎′,必
有 𝜏 ∈ 𝒮.

称偏序集 (𝒯,≤)为一个带根无度量树 (rooted nonmetric tree),如果其满足:
(T1) 𝒯 有唯一的最小元 𝜏0 (称为 𝒯 的根 (root));
(T2)若 𝜏 ∈ 𝒯,则集合 {𝜎 ∈ 𝒯 ∣ 𝜎 ≤ 𝜏}同构于一个实区间;
(T3) 𝒯 的任意 full全序子集均同构于一个实区间.

若 𝒯 是一个 rooted nonmetric tree,则:

(1) 对任意子集 𝑆 ⊂ 𝒯,存在一个极小元 ∧𝜏∈𝑆𝜏,实际上它是全序集合 {𝜎 ∈ 𝒯 ∣ 𝜎 ≤ 𝜏, ∀ 𝜏 ∈ 𝑆} (同构于
一些有公共左端点的实闭区间的交)中的最大元;

(2) 对任意 𝜏1, 𝜏2 ∈ 𝒯,集合

[𝜏1, 𝜏2] ∶= {𝜏 ∈ 𝒯 ∣ 𝜏1 ∧ 𝜏2 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏1或 𝜏1 ∧ 𝜏2 ≤ 𝜏 ≤ 𝜏2}

称为一个 segment. 类似定义 (𝜏1, 𝜏2), [𝜏1, 𝜏2)和 (𝜏1, 𝜏2];

(3) (𝒯, ≤)的子集 𝒮称为一个子树 (subtree),如果对任意 𝜎 ∈ 𝒮, 𝜏 ∈ 𝒯 且 𝜏 ≤ 𝜎,均有 𝜏 ∈ 𝒮. 显然
subtree 𝒮亦为一个以 𝜏0为根的 rooted nonmetric tree;

(4) 称 𝒯 是 完备的 (complete), 如果对任意 𝒯 中递增的点列 (𝜏𝑖)𝑖≥1, 存在元素 𝜏∞ ∈ 𝒯, 满足
𝜏𝑖 ≤ 𝜏∞ 对任意 𝑖成立. 任意 rooted nonmetric tree 𝒯 存在一个完备化 (completion) 𝒯,只需要
对任意无界递增列 𝜏𝑖 增加对应的终点 (end),即 𝒯 中的极大元.

参数化 (Parameterization)

令 𝒯 为一个 rooted nonmetric tree. 定义 𝒯 的一个参数化 (parameterization),为递增映射
𝛼 ∶ 𝒯 → [−∞,+∞],如果它限制在任意 full全序子集上为到一个实区间的双射.

• 𝒯 上存在参数化当且仅当 𝒯 上存在参数化.

弱拓扑 (Weak topology)

任意 rooted nonmetric tree 𝒯 上具有一个自然的弱拓扑.

对任意 𝜏 ∈ 𝒯,定义 𝜏点处的一个切向量 (tangent vector),为下面等价关系下的一个等价类: 任
意 𝜎, 𝜎 ∈ 𝒯 ⧵ {𝜏},称 𝜎 ∼ 𝜎′若 segments (𝜏, 𝜎]与 (𝜏, 𝜎′]相交.

若 ⃗𝑣为 𝜏 ∈ 𝒯 处的一个切向量,定义 𝑈( ⃗𝑣)为所有在 𝑈( ⃗𝑣)等价类中的点全体组成的集合. 那么 𝒯 上的
弱拓扑 (weak topology)是指由所有集合 𝑈( ⃗𝑣)为拓扑基所生成的拓扑.

此弱拓扑是 Hausdorff的.

定理. 任意可参数化的完备 rooted nonmetric tree都是弱紧的.
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证明概要: 设 𝛼 ∶ 𝒯 → [0, 1] 为一个参数化. 记 𝐸 为所有函数 𝜒 ∶ 𝒯 → [0, 1] 全体. 因此 𝐸 ≃
∏𝜎∈𝒯 {𝜎} × [0, 1]上有自然的乘积拓扑,即函数收敛为逐点收敛. 这使得 𝐸为一个紧空间 (Tychonov定
理). 定义映射 𝜄 ∶ 𝒯 → 𝐸为

𝜄(𝜏)(𝜎) ∶= 𝛼(𝜎 ∧ 𝜏).

易验证 𝜄是单射. 下面说明 𝜄(𝒯). 事实上,若 𝜏 ∈ 𝒯,则 𝜒 ∶= 𝜄(𝜏) ∶ 𝒯 → [0, 1]满足:

• 对任意终点 𝜎 ∈ 𝒯,有

𝜒(𝜎′) = max{𝛼(𝜎′), 𝛼(𝜎 ∧ 𝜏)}, ∀ 𝜎′ ∈ [𝜏0, 𝜎];

• 对任意 𝜎, 𝜎′ ∈ 𝒯,有

𝜒(𝜎 ∧ 𝜎′) = inf{𝜒(𝜎), 𝜒(𝜎′)}.

实际上,可以任意满足上述两个条件的函数 𝜒 ∶ 𝒯 → [0, 1]一定形如 𝜒 = 𝜄(𝜏),对某个 𝜏 ∈ 𝒯.

注意到这两个条件定义了 𝐸 的在乘积拓扑下的一个闭子集. 因此 𝜄(𝒯)是闭的,且 𝜄给出了 𝒯 到 𝜄(𝒯)
上的双射. 最后只需要说明 𝜄是这两者之间的同胚即可. Q.E.D.

度量树 (Metric tree)

称一个度量空间为度量树 (metric tree),如果其上任意两点被唯一的一条 segment (等距同构于
一个实区间的路径)所连接.

令 (𝒯,≤)为一个 rooted nonmetric tree, 𝛼 ∶ 𝒯 → [0, 1]为其参数化. 定义函数 𝑑 ∶ 𝒯 × 𝒯 → [0, 2]为:

𝑑(𝜎, 𝜏) = (𝛼(𝜎) − 𝛼(𝜎 ∧ 𝜏)) + (𝛼(𝜏) − 𝛼(𝜎 ∧ 𝜏)).

命题. (𝒯, 𝑑)为一个 metric tree.

若 𝒯 作为 nonmetric tree是完备的,那么 (𝒯, 𝑑)是完备度量空间.

赋值树 (Valuative tree)

令 𝒱 为 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的 centered normalized赋值全体.

定理. 赋值空间 𝒱 为一个可参数化完备度量树, 其根为重数赋值 𝑣𝔪, 参数化可由
skewness函数 𝛼 ∶ 𝒱 → [1,∞]或 thinness函数 𝐴 ∶ 𝒱 → [2,∞]给出.

这里 skewness定义稍微简单,我们提前给出:

𝛼(𝑣) ∶= sup { 𝑣(𝜙)𝑚(𝜙) ∣ 𝜙 ∈ 𝔪}.

回忆这里的 𝑚(𝜙) = 𝑣𝔪(𝜙)指 𝜙在原点处的重数.
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推论. 任意 𝒱 中子集均可诱导一个极小元.
若 (𝑣𝑖)为 𝒱 中的赋值,极小元 𝑣 ∶= ∧𝑣𝑖 ∈ 𝒱 满足:
(1)对所有不可约元 𝜙 ∈ 𝔪,令 𝑣(𝜙) ∶= inf𝑖 𝑣𝑖(𝜙);
(2)再对所有 𝜙, 𝜓 ∈ 𝔪,令 𝑣(𝜙𝜓) = 𝑣(𝜙) + 𝑣(𝜓).

注意到上述结论对于二维以上情形将不再成立. 例如令 𝑣𝑖, 𝑖 = 1, 2, 3为 ℂ[[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]]上的 monomial
赋值, 分别满足 𝑣𝑖(𝑥𝑗) = 3 若 𝑖 ≠ 𝑗, 以及 𝑣𝑖(𝑥𝑖) = 1. 若同样如上构造定义 𝑣 = min𝑖 𝑣𝑖, 则对于
𝜙 = 𝑥1𝑥2 − 𝑥2𝑥3 − 𝑥3𝑥1, 𝜓 = 𝑥1𝑥2 + 𝑥2𝑥3 − 𝑥3𝑥1,有 𝑣(𝜙) = 𝑣(𝜓) = 4以及 𝑣(𝜙 + 𝜓) = 2,因此 𝑣不再是个
赋值.

类似计算可知三维形式幂级数环 ℂ[[𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]]上的 centered normalized赋值组成的集合及其上自然
的偏序关系不再定义一个树结构.

下一节开始我们介绍如何具体构造 𝒱 中的赋值.

Figure 1: Valuative Tree

参考文献

Favre, C. and Jonsson, M. (2004). The Valuative Tree. vol 1853 Springer Berlin Heidelberg, Berlin, Heidel-
berg.

3

http://link.springer.com/10.1007/b100262

	赋值树理论简介 02: 树理论
	树 (Tree)
	带根无度量树 (Rooted nonmetric tree)
	参数化 (Parameterization)
	弱拓扑 (Weak topology)
	度量树 (Metric tree)

	赋值树 (Valuative tree)
	参考文献


