
赋值与 SKP

SKP可以是商场,可以是某种文件格式,也可以是 Sequences of Key Polynomials.

本节介绍MacLane的利用 SKP构造赋值的方法.

Sequence of Key Polynomials

固定局部坐标 (𝑥, 𝑦).

定义 3.1. 称一列ℂ[𝑥, 𝑦]中的多项式 (𝑈𝑗)𝑘𝑗=0, 1 ≤ 𝑘 ≤ ∞为一个 sequence of key polynomials
(SKP)如果其满足:

(P0) 𝑈0 = 𝑥, 𝑈1 = 𝑦;

(P1)任意多项式 𝑈𝑗 相关于一个数 ̃𝛽𝑗 ∈ ℝ+ (要求不全是∞)且满足

̃𝛽𝑗 > 𝑛𝑗 ̃𝛽𝑗 =
𝑗−1
∑
𝑙=0

𝑚𝑗,𝑙 ̃𝛽𝑙, 1 ≤ 𝑗 < 𝑘, (1)

其中 𝑛𝑗 ∈ ℕ+与 𝑚𝑗,𝑙 ∈ ℕ满足对任意 𝑗 > 1以及 1 ≤ 𝑙 < 𝑗,有

𝑛𝑗 = min{𝑙 ∈ ℤ ∣ 𝑙 ̃𝛽𝑗 ∈ ℤ ̃𝛽0 +⋯+ ℤ ̃𝛽𝑗−1}, (2)

以及 0 ≤ 𝑚𝑗,𝑙 < 𝑛𝑙;

(P2)对 1 ≤ 𝑗 < 𝑘,存在 𝜃𝑗 ∈ ℂ∗使得

𝑈𝑗+1 = 𝑈𝑛𝑗
𝑗 − 𝜃𝑗 ⋅ 𝑈

𝑚𝑗,0
0 ⋯𝑈𝑚𝑗,𝑗−1

𝑗−1 . (3)

最后,我们称 𝑘为这个 SKP的长度 (length).

• 注意到如果 (𝑈𝑗)𝑘0 是一个长度 𝑘 ≥ 2的 SKP,那么实际上数列 ( ̃𝛽𝑗)𝑘−11 就完全由 ̃𝛽0以及 (𝑈𝑗)𝑘0 所
决定了.

• 反过来,给定一个满足 (P2)的数列 ( ̃𝛽𝑗)𝑘+11 以及任意 ℂ∗中的数列 (𝜃𝑗)𝑘1 ,那么存在一个唯一对应
的 SKP.

我们将一个 SKP记为 [(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)].

SKP的基本性质

设 [(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]𝑘𝑗=0为一个 SKP.

引理 3.2. 对 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘,多项式 𝑈𝑗 均不可约,且为如下的Weierstrass多项式:

𝑈𝑗 = 𝑦𝑑𝑗 + 𝑎1(𝑥)𝑦𝑑𝑗−1 +⋯+ 𝑎𝑑𝑗 (𝑥)

其中 𝑎𝑙(0) = 0对所有 𝑙. 并且 𝑑𝑗+1 = 𝑛𝑗𝑑𝑗 当 1 ≤ 𝑗 < 𝑘.

引理 3.3. 若 ̃𝛽1 ≥ ̃𝛽0,则 𝑚(𝑈𝑗) = 𝑑𝑗 对任意 𝑗 > 0.

引理 3.4. 假设 ̃𝛽0,… , ̃𝛽𝑘+1已给定并满足对所有 𝑗 = 1,… , 𝑘有 ̃𝛽𝑗+1 > 𝑛𝑗 ̃𝛽𝑗 ,其中
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𝑛𝑗 ∶= min {𝑛 ∈ ℕ+ ∣ 𝑛 ̃𝛽𝑗 ∈
𝑗−1
∑
0
ℤ ̃𝛽𝑗}.

则对任意 𝑗 = 1,… , 𝑘,存在唯一一个分解:

𝑛𝑗 ̃𝛽𝑗 =
𝑗−1
∑
0
𝑚𝑗,𝑙 ̃𝛽𝑙

其中 0 ≤ 𝑚𝑗,𝑙 < 𝑛𝑙 对所有 𝑙 = 1,… , 𝑗 − 1.

除了 𝑈𝑗 不可约这点,上述引理基本上都可以利用数学归纳法很容易地证明. 相信未来写教材的人就
可能把这都留作习题了. 具体证明还是参照原书《The Valuative Tree》的第二章.

SKP与赋值

从有限 SKP到赋值

下面介绍如何从一个有限 SKP典范地对应到一个赋值.

记 𝒱 为 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的 centered赋值全体.

定理 3.5. 令 [(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0]为一个长度 1 ≤ 𝑘 < ∞的 SKP.那么存在唯一的赋值 𝑣𝑘 ∈ 𝒱 满
足
(Q1) 𝑣𝑘(𝑈𝑗) = ̃𝛽𝑗 当 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘;
(Q2)对任意满足 (Q1)的赋值 𝑣 ∈ 𝒱 有 𝑣𝑘 ≤ 𝑣.

进一步地,如果 𝑘 > 1,并且 𝑣𝑘−1为类似于上述的对应于 [(𝑈𝑗)𝑘−10 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑘−10 ]的赋值. 那么
(Q3) 𝑣𝑘−1 ≤ 𝑣𝑘;
(Q4)对任意 𝜙 ∈ 𝑅,有 𝑣𝑘−1(𝜙) < 𝑣𝑘(𝜙)当且仅当在分次环 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝑈𝑘整除 𝜙.

这里若 𝑣为 𝑅上的一个赋值,分次环

gr𝑣𝑅 ∶=⨁
𝜆
{𝑣 ≥ 𝜆}/{𝑣 > 𝜆}.

注意到上述 𝑣𝑘为 normalized,即 𝑣𝑘(𝔪) = 1,当且仅当 min{ ̃𝛽0, ̃𝛽1} = 1.

此定理的证明比较复杂,我们首先介绍 𝑣𝑘的具体构造过程.

1. 首先 𝑣1直接选取为满足 𝑣1(𝑥) = ̃𝛽0及 𝑣1(𝑦) = ̃𝛽1的 monomial赋值,即:

𝑣1(∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗) = min {𝑖 ̃𝛽0 + 𝑗 ̃𝛽1 ∣ 𝑎𝑖𝑗 ≠ 0}.

2. 若 𝑘 > 1,归纳构造 𝑣𝑘. 假设 𝑣1,… , 𝑣𝑘−1 已如要求构造出. 考虑任意多项式 𝜙 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]. 由于 𝑈𝑘
关于 𝑦首一,我们可以在 ℂ[𝑥][𝑦]中用𝑈𝑘除 𝜙得到 𝜙 = 𝜙0+𝑈𝑘𝜓,其中 deg𝑦(𝜙0) < 𝑑𝑘 = deg𝑦(𝑈𝑘)
且 𝜓 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]. 重复这个步骤,我们最终会得到唯一的一个分解

𝜙 = ∑
𝑗
𝜙𝑗𝑈𝑗

𝑘 ,

其中 𝜙𝑗 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]且 deg𝑦(𝜙𝑗) < 𝑑𝑘. 定义:
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𝑣𝑘(𝜙) ∶= min
𝑗
𝑣𝑘(𝜙𝑗𝑈𝑗

𝑘) ∶= min
𝑗
{𝑣𝑘−1(𝜙𝑗) + 𝑗 ̃𝛽𝑘}.

实际上如上构造容易看出 𝑣𝑘满足赋值定义中的 (V2)和 (V3),但 (V1)即 𝑣𝑘(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘(𝜙) + 𝑣𝑘(𝜓)并不
直接. 假定如此的话, 𝑣𝑘 将是 ℂ[𝑥, 𝑦]上的赋值,并由如下结果唯一地延拓为 ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的 centered赋
值.

命题 3.6. 任意满足 𝑣(𝑥), 𝑣(𝑦) > 0的赋值 𝑣 ∶ ℂ[𝑥, 𝑦] → ℝ+唯一地延拓为 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的
centered赋值.

证明. 对任意 𝑅的理想 𝔞,定义 𝑣(𝔞) = lim𝑛→∞ 𝑣(𝔞 + 𝔪𝑛). Q.E.D.

我们将在之后的章节证明定理 3.5 (画个饼在这).

从无限 SKP到赋值

令 [(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]为一个无限长度的 SKP.

定理 3.7. 对任意 𝑘 ≥ 1,令 𝑣𝑘为定理 3.5中的关于 [(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0]的赋值.

(i) 如果对无穷多个 𝑗有 𝑛𝑗 ≥ 2,则对任意 𝜙 ∈ 𝑅,存在 𝑘0 = 𝑘0(𝜙)使得 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘0(𝜙)对所有 𝑘 ≥ 𝑘0
成立,特别地 𝑣𝑘收敛于一个赋值 𝑣∞.

(ii) 如果对 𝑗 ≫ 1有 𝑛𝑗 = 1,则 𝑈𝑘在 𝑅中收敛于一个不可约的形式幂级数 𝑈∞,且 𝑣𝑘收敛于一个赋
值 𝑣∞. 更精确地说,如果 𝑈∞ 整除 𝜙 ∈ 𝑅,则 𝑣𝑘(𝜙) → ∞,否则存在 𝑘0(𝜙)使得 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘0(𝜙)对
所有 𝑘 ≥ 𝑘0 = 𝑘0(𝜙).

这个结果的证明也留到后面的章节 (继续画饼).

赋值的分类

最后给出由 SKP构造出的赋值的分类. 注意到下面的部分名称沿用的之前出现过的,实际上可以证
明与之前的定义是等价的,但在这里只当是一个新的称呼.

定义 3.8. 令 𝑣是一个由前述的方式通过一个 SKP构造处的赋值 𝑣 ∶= val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0],其
中 1 ≤ 𝑘 ≤ ∞. 假设 𝑣是 normalized. 称 𝑣为

(1) monomial (在坐标 (𝑥, 𝑦)下)如果 𝑘 = 1,且 ̃𝛽0, ̃𝛽1 < ∞;

(2) quasimonomial如果 𝑘 < ∞,且 ̃𝛽0, ̃𝛽𝑘 < ∞;

(3) divisorial如果 𝑣是 quasimonomial且 ̃𝛽𝑘 ∈ ℚ;

(4) irrational如果 𝑣是 quasimonomial但不是 divisorial;

(5) infinitely singular如果 𝑘 = ∞且 𝑑𝑗 →∞,其中 𝑑𝑗 = deg𝑦(𝑈𝑗);

(6) 一个 curve valuation如果 𝑘 = ∞且 𝑑𝑗↛∞,或者 𝑘 < ∞且 max{ ̃𝛽0, ̃𝛽𝑘} = ∞.

如果 𝑣不是 normalized,则 𝑣的分类由 𝑣/𝑣(𝔪)所决定.

对于 infinitely singular这种类型的赋值 𝑣,我们实际上可以证明 rat.rk(𝑣) = 1及 tr.deg(𝑣) = 0. 也就是
说它不是一个 Abhyankar赋值.
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从赋值到 SKP

反过来,对于任意 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的 centered赋值,可以构造对应的 SKP.

定理 3.9. 对任意 𝑅 上的 centered赋值, 存在唯一的 SKP [(𝑈𝑗)𝑛0 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑛0], 1 ≤ 𝑛 ≤ ∞, 使得
𝑣 = val[(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]. 此时我们有 𝑣(𝑈𝑗) = ̃𝛽𝑗 对所有 𝑗.

进一步地,如果 𝑘 < 𝑛且 𝑣𝑘 = val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0],则 𝑣(𝜙) ≥ 𝑣𝑘(𝜙)对所有 𝜙 ∈ 𝑅成立,并且 𝑣(𝜙) > 𝑣𝑘(𝜙)
当且仅当在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝑈𝑘+1能整除 𝜙.

证明需要大量铺垫过于繁琐,再见. 但总之最终的结果就是, ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的 centered赋值在某种意义
上和 SKP是有一一对应关系的,由此给出未来对所有赋值形成的空间进行完整的刻画所需要的可计
算的基础.
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