
定理 3.5的证明

数学归纳法可以是一个直的长条多米诺骨牌,也可以是曲折来回的螺旋状多米诺骨牌.

本节证明第 03节的定理 3.5.

回顾记号: 𝒱 为 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]上的 centered赋值全体.

定理 3.5. 令 [(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0]为一个长度 1 ≤ 𝑘 < ∞的 SKP.那么存在唯一的赋值 𝑣𝑘 ∈ 𝒱 满
足
(Q1) 𝑣𝑘(𝑈𝑗) = ̃𝛽𝑗 当 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘;
(Q2)对任意满足 (Q1)的赋值 𝑣 ∈ 𝒱 有 𝑣𝑘 ≤ 𝑣.

进一步地,如果 𝑘 > 1,并且 𝑣𝑘−1为类似于上述的对应于 [(𝑈𝑗)𝑘−10 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑘−10 ]的赋值. 那么
(Q3) 𝑣𝑘−1 ≤ 𝑣𝑘;
(Q4)对任意 𝜙 ∈ 𝑅,有 𝑣𝑘−1(𝜙) < 𝑣𝑘(𝜙)当且仅当在分次环 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝑈𝑘整除 𝜙.

赋值的构造

回顾 𝑣𝑘的具体构造过程.

1. 首先 𝑣1直接选取为满足 𝑣1(𝑥) = ̃𝛽0及 𝑣1(𝑦) = ̃𝛽1的 monomial赋值,即:

𝑣1(∑𝑎𝑖𝑗𝑥𝑖𝑦𝑗) = min {𝑖 ̃𝛽0 + 𝑗 ̃𝛽1 ∣ 𝑎𝑖𝑗 ≠ 0}.

2. 若 𝑘 > 1,归纳构造 𝑣𝑘. 假设 𝑣1,… , 𝑣𝑘−1 已如要求构造出. 考虑任意多项式 𝜙 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]. 由于 𝑈𝑘
关于 𝑦首一,我们可以在 ℂ[𝑥][𝑦]中用𝑈𝑘除 𝜙得到 𝜙 = 𝜙0+𝑈𝑘𝜓,其中 deg𝑦(𝜙0) < 𝑑𝑘 = deg𝑦(𝑈𝑘)
且 𝜓 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]. 重复这个步骤,我们最终会得到唯一的一个分解

𝜙 = ∑
𝑗
𝜙𝑗𝑈𝑗

𝑘 ,

其中 𝜙𝑗 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]且 deg𝑦(𝜙𝑗) < 𝑑𝑘. 定义:

𝑣𝑘(𝜙) ∶= min
𝑗
𝑣𝑘(𝜙𝑗𝑈𝑗

𝑘) ∶= min
𝑗
{𝑣𝑘−1(𝜙𝑗) + 𝑗 ̃𝛽𝑘}.

注意很容易得到有以下基本结果:

• 若 deg𝑦(𝜙) < 𝑑𝑘,则 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘−1(𝜙);
• 𝑣𝑘(𝑈𝑘) = ̃𝛽𝑘,且由 SKP定义可知 𝑣𝑘(𝑈𝑘) = ̃𝛽𝑘 > 𝑛𝑘−1 ̃𝛽𝑘−1 = 𝑣𝑘−1(𝑈𝑘);
• 𝑣𝑘(𝐾∗) ⊂ ∑𝑘

𝑗=0 ℤ ̃𝛽𝑗 .

证明思路

对任意 𝑘 ≥ 1,记以下命题分别为

• (𝐻𝑘): 如上构造的 𝑣𝑘为满足 (Q1)-(Q4)的赋值.
• (𝐸𝑘): 分次环 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]为欧几里得整环 (Euclidean domain).
• (𝐼𝑘): 多项式 𝑈𝑘与 𝑈𝑘+1在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中不可约.
• (𝐽𝑘): 多项式 𝑈𝑗 在 ℂ[𝑥, 𝑦]与 ℂ(𝑥)[𝑦]中均不可约对所有 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘成立.

显然 𝐻1与 𝐽1是成立的. 定理 3.5证明的策略是:
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1. 𝐽𝑘 & 𝐻𝑘 ⟹ 𝐸𝑘;
2. 𝐽𝑘 & 𝐻𝑘 ⟹ 𝐼𝑘;
3. 𝐸𝑘 & 𝐼𝑘 & 𝐻𝑘 ⟹ 𝐻𝑘+1;
4. 𝐼𝑘 & 𝐽𝑘 & 𝐻𝑘+1 ⟹ 𝐽𝑘+1.

定理 3.5的证明

1. 𝐽𝑘 & 𝐻𝑘 ⟹ 𝐸𝑘
令 𝜙 ∈ 𝑅,并按照前述考虑展开式 𝜙 = ∑𝑗 𝜙𝑗𝑈

𝑗
𝑘 . 定义

𝛿𝑘(𝜙) ∶= max {𝑗 ∣ 𝑣𝑘(𝜙𝑗𝑈𝑗
𝑘) = 𝑣𝑘(𝜙)}.

并记 𝛿𝑘(0) = −∞.

引理 4.1. 𝜙 ≡ 𝜙′ mod 𝑣𝑘 ⟹ 𝛿𝑘(𝜙) = 𝛿𝑘(𝜙′). 即 𝛿𝑘在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]上是良好定义的.

证明. 假设 𝛿𝑘(𝜙) = 𝑙 < 𝑙′ = 𝛿𝑘(𝜙′). 令

𝜓 = ∑
𝑖>𝑙

𝜙𝑖𝑈 𝑖
𝑘, 𝜓′ = ∑

𝑖>𝑙′
𝜙′𝑖𝑈 𝑖

𝑘.

则 𝑣𝑘(𝜓) > 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘(𝜙′) < 𝑣𝑘(𝜓′),但 𝜓 ≠ 𝜓′ (两边关于 𝑈𝑘的次数不相等),这与 𝜙 ≡ 𝜙′ mod 𝑣𝑘矛盾.
Q.E.D.

引理 4.2. 对任意 𝜙, 𝜓 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦],有 𝛿𝑘(𝜙𝜓) = 𝛿𝑘(𝜙) + 𝛿𝑘(𝜓).

证明. 首先假设 𝛿𝑘(𝜙) = 𝛿𝑘(𝜓) = 0. 即在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦] 中 𝜙 = 𝜙0, 𝜓 = 𝜓0. 由此不妨假设
deg𝑦(𝜙), deg𝑦(𝜓) < 𝑑𝑘. 从而 deg𝑦(𝜙𝜓) < 2𝑑𝑘. 故我们有分解

𝜙𝜓 = 𝛼0 + 𝛼1𝑈𝑘, deg𝑢(𝛼0), deg𝑦(𝛼1) < 𝑑𝑘.

假设 𝑣𝑘(𝛼1𝑈𝑘) = 𝑣𝑘(𝜙𝜓),则

𝑣𝑘−1(𝛼1𝑈𝑘) < 𝑣𝑘(𝛼1𝑈𝑘) ≤ 𝑣𝑘(𝛼0) = 𝑣𝑘−1(𝛼0).

从而 𝑣𝑘−1(𝛼1𝑈𝑘) = 𝑣𝑘−1(𝜙𝜓). 但由归纳假设 (𝐻𝑘)有

𝑣𝑘−1(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘−1(𝜙) + 𝑣𝑘−1(𝜓) = 𝑣𝑘(𝜙) + 𝑣𝑘(𝜓) = 𝑣𝑘(𝜙𝜓),

即 𝑣𝑘−1(𝛼1𝑈𝑘) = 𝑣𝑘(𝛼1𝑈𝑘),与 (Q4)矛盾! 从而在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝜙𝜓 = 𝛼0,且 𝛿𝑘(𝜙𝜓) = 0.

对于一般情形,有 𝜙 = ∑𝜙𝑗𝑈𝑗
𝑘 , 𝜓 = ∑𝜓𝑗𝑈𝑗

𝑘 ,从而 𝜙𝜓 = ∑(𝜙𝑖𝜓𝑗)𝑈 𝑖+𝑗
𝑘 . 由前述 𝛿𝑘(𝜙𝑖𝜓𝑗) = 0对所有 𝑖, 𝑗

成立可知 𝛿𝑘(𝜙𝜓) ≤ 𝛿𝑘(𝜙) + 𝛿𝑘(𝜓),而反向不等式是直接的. Q.E.D.

引理 4.3. 对任意 𝜙 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦],有 𝛿𝑘(𝜙) = 0当且仅当 𝜙在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中是单位.

证明. 若 𝛿𝑘(𝜙) = 0,则在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝜙 = 𝜙0. 由归纳假设 (𝐽𝑘),多项式 𝑈𝑘在 ℂ(𝑥)[𝑦]中不可约,因此
由 deg𝑦(𝑈𝑘) > deg𝑦(𝜙0)知 𝜙0与 𝑈𝑘互素. 从而我们可以找到 𝐴, 𝐵 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦]满足

𝐴𝜙0 = 1 − 𝐵𝑈𝑘, deg𝑦(𝐴), deg𝑦(𝐵) < 𝑑𝑘.

此时根据定义 𝑣𝑘(𝐴𝜙0) = 𝑣𝑘(1) < 𝑣𝑘(𝐵𝑈𝑘). 从而在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦] 中 𝐴𝜓0 = 1, 即 𝜙0 以及因此 𝜙 在
gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中是单位.

反过来, 如果 𝜙 为单位, 即在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦] 中 𝐴𝜓0 = 1 对某个 𝐴 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦] 成立, 则由 引理 4.2 知
𝛿𝑘(𝜙) + 𝛿𝑘(𝐴) = 𝛿𝑘(1) = 0,从而 𝛿𝑘(𝜙) = 0. Q.E.D.
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引理 4.4. 若 𝜙, 𝜓 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦], 则存在 𝑄, 𝑅 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦] 使得在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦] 中 𝜙 = 𝑄𝜓 + 𝑅 且
𝛿𝑘(𝑅) < 𝛿𝑘(𝜓).

证明. 记 𝜓 = ∑𝜓𝑗𝑈𝑗
𝑘 . 只需对此引理在如下情形证明: 对所有 𝑗 > 𝑀 ∶= 𝛿𝑘(𝜓) 有 𝜓𝑗 = 0. 另外由

引理 4.3 可进一步不妨设 𝜓𝑀 = 1. 此时 deg𝑦(𝜓) = 𝑀𝑑𝑘. 在 ℂ(𝑥)[𝑦] 中关于 𝑦 用除法, 可知存在
𝑄, 𝑅′ ∈ ℂ(𝑥)[𝑦]满足 deg𝑦(𝑅′) < deg𝑦(𝜓)使得 𝜙 = 𝑄𝜓 + 𝑅′. 记 𝑅′ = ∑𝑖 𝑅𝑖𝑈 𝑖

𝑘,并令 𝑁 ∶= 𝛿𝑘(𝑅′),以及

𝑅 = ∑
𝑖≤𝑁

𝑅𝑖𝑈 𝑖
𝑘.

则在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝜙 = 𝑄𝜓 + 𝑅,且
deg𝑦(𝑅𝑁) + 𝑁𝑑𝑘 = deg𝑦(𝑅) < deg𝑦(𝜓) = 𝑀𝑑𝑘.

因此 𝑁 < 𝑀. Q.E.D.

由 引理 4.4, 函数 𝛿𝑘 满足所需条件, 使得 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦] 成为一个欧几里得整环, 这完成了第一步的
证明. 特别地, 它是一个 主理想整环 以及 唯一因子分解整环, 且我们可以在其上使用 高斯引理
(Gauss' lemma).

2. 𝐽𝑘 & 𝐻𝑘 ⟹ 𝐼𝑘
引理 4.5. 多项式 𝑈𝑘在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中不可约.

证明. 显然 𝛿𝑘(𝑈𝑘) = 1. 因此若 𝜙𝜓 = 𝑈𝑘在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中成立,则 𝛿𝑘(𝜙) = 0或 𝛿𝑘(𝜓) = 0,此时由引理
4.3知 𝜙或 𝜓在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中是单位. Q.E.D.

引理 4.6. 若 𝑗 < 𝑘,则 𝑈𝑗 在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中为单位.

证明. 由引理 4.3只需证 𝛿𝑘(𝑈𝑗) = 0. 若 𝑑𝑗 < 𝑑𝑘, 显然. 若 𝑑𝑗 = 𝑑𝑘, 则 𝑈𝑗 = (𝑈𝑗 − 𝑈𝑘) + 𝑈𝑘, 其中
deg𝑦(𝑈𝑗−𝑈𝑘) < 𝑑𝑘. 此时 𝑣𝑘(𝑈𝑗) = ̃𝛽𝑗 < ̃𝛽𝑘 = 𝑣𝑘(𝑈𝑘) ⟹ 𝑣𝑘(𝑈𝑗−𝑈𝑘) < 𝑣𝑘(𝑈𝑘),即 𝛿𝑘(𝑈𝑗) = 0. Q.E.D.

引理 4.7. 若 𝛿𝑘(𝜙) < 𝑛𝑘,则在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝜙 = 𝜙𝑖𝑈 𝑖
𝑘对某个 𝑖 < 𝑛𝑘成立.

证明. 反设 𝑣𝑘(𝜙𝑖𝑈 𝑖
𝑘) = 𝑣𝑘(𝜙𝑗𝑈 𝑖

𝑘) = 𝑣𝑘(𝜙)其中 𝑖 ≤ 𝑗 < 𝑛𝑘. 则

(𝑗 − 𝑖) ̃𝛽𝑘 = 𝑣𝑘−1(𝜙𝑖) − 𝑣𝑘−1(𝜙𝑗) ∈
𝑘−1
∑
𝑗=0

ℤ ̃𝛽𝑗 .

此时由 SKP定义知 𝑛𝑘 ∣ (𝑗 − 𝑖). 因此 𝑗 = 𝑖. Q.E.D.

引理 4.8. 多项式 𝑈𝑘+1在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中不可约.

证明. 我们有 𝑈𝑘+1 = 𝑈𝑛𝑘
𝑘 − 𝑈̃𝑘+1,其中 𝑈̃𝑘+1 = 𝜃𝑘∏

𝑘−1
𝑗=0 𝑈

𝑚𝑘,𝑗
𝑗 . 假设在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中有 𝑈𝑘+1 = 𝜙𝜓,且

0 < 𝛿𝑘(𝜙), 𝛿𝑘(𝜓) < 𝑛𝑘. 由引理 4.7可知 𝜙 = 𝜙𝑖𝑈 𝑖
𝑘, 𝜓 = 𝜓𝑗𝑈𝑗

𝑘 . 则 𝑈𝑘+1 = 𝜙𝑖𝜓𝑗𝑈
𝑛𝑘
𝑘 从而

(1 − 𝜙𝑖𝜓𝑗)𝑈
𝑛𝑘
𝑘 = 𝑈̃𝑘+1.

由于 𝑈𝑘 不可约,且 𝑈̃𝑘+1 为单位 (引理 4.6),我们有在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝜙𝑖𝜓𝑗 = 1. 但由此在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]
中将有 𝑈̃𝑘+1 = 0,矛盾! 因此我们可以假设 𝛿𝑘(𝜙) = 𝑛𝑘且 𝛿𝑘(𝜓) = 0. 此时 𝜓为单位. Q.E.D.

至此我们完成了第二步的证明.
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3. 𝐸𝑘 & 𝐼𝑘 & 𝐻𝑘 ⟹ 𝐻𝑘+1

我们只需证 𝑣𝑘+1(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘+1(𝜙) + 𝑣𝑘+1(𝜓)对所有 𝜙, 𝜓 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]成立即可. 回顾:

• 当 deg𝑦(𝜙) < 𝑑𝑘+1时 𝑣𝑘+1(𝜙) = 𝑣𝑘(𝜙);
• 𝑣𝑘(𝑈𝑘+1) < 𝑣𝑘+1(𝑈𝑘+1);
• 𝑣𝑘+1(𝑈𝑘+1𝜙) = 𝑣𝑘+1(𝑈𝑘+1) + 𝑣𝑘+1(𝜙)对所有 𝜙 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]成立.

我们下面证明:

引理 4.9. 对所有 𝜙 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦],有 𝑣𝑘+1(𝜙) ≥ 𝑣𝑘(𝜙).

证明. 对 deg𝑦(𝜙) 进行归纳. 若 deg𝑦(𝜙) < 𝑑𝑘+1, 此时结论成立. 若 deg𝑦(𝜙) ≥ 𝑑𝑘+1, 做分解 𝜙 =
∑𝑖 𝜙𝑖𝑈 𝑖

𝑘+1. 由归纳假设以及上述性质, 不妨假设 𝜙0 ≢ 0. 记 𝜙 = 𝜙0 + 𝜓, 其中 𝜓 = ∑𝑖≥1 𝜙𝑖𝑈 𝑖
𝑘+1. 若

𝑣𝑘(𝜙) = min{𝑣𝑘(𝜙0), 𝑣𝑘(𝜓)},则由归纳假设

𝑣𝑘+1(𝜙) = min{𝑣𝑘+1(𝜙0), 𝑣𝑘+1(𝜓)} ≥ 𝑣𝑘(𝜙),

此时欲证结论成立. 否则,在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中有 𝜙0+𝜓 = 0,即在此环中 𝑈𝑘+1整除 𝜙0. 但由于 deg𝑦(𝜙0) <
𝑑𝑘+1,因此 𝛿𝑘(𝜙0) < 𝑛𝑘. 从而由引理 4.7有 𝜙0在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中等于不可约多项式 𝑈𝑘的某个幂次乘
以一个单位. 但由引理 4.8知 𝑈𝑘+1亦不可约,矛盾! Q.E.D.

第三步的证明. 记

𝔭 ∶= {𝑣𝑘+1 > 𝑣𝑘} ⊂ gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦].

这是一个真理想: 𝑈𝑘+1 ∈ 𝔭. 回忆 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]是一个欧几里得整环且 𝑈𝑘+1不可约,知 𝔭由 𝑈𝑘+1所生
成.

对任意 𝜙, 𝜓 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦],我们证明 𝑣𝑘+1(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘+1(𝜙) + 𝑣𝑘+1(𝜓). 首先假设 𝜙, 𝜓 ∉ 𝔭,则 𝜙𝜓 ∉ 𝔭. 由 (𝐻𝑘),

𝑣𝑘+1(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘(𝜙) + 𝑣𝑘(𝜓) = 𝑣𝑘+1(𝜙) + 𝑣𝑘+1(𝜓).

对于一般情形,我们记: 在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中, 𝜙 = ̂𝜙𝑈𝑛
𝑘+1, 𝜓 = ̂𝜓𝑈𝑚

𝑘+1,其中 ̂𝜙, ̂𝜓与 𝑈𝑘+1 互素,即 ̂𝜙, ̂𝜓 ∉ 𝔭.
此时

𝑣𝑘+1(𝜙𝜓) = 𝑣𝑘+1( ̂𝜙 ̂𝜓𝑈𝑚+𝑛
𝑘+1 )

= 𝑣𝑘+1( ̂𝜙 ̂𝜓) + (𝑚 + 𝑛)𝑣𝑘+1(𝑈𝑘+1)
= 𝑣𝑘+1(𝜙) + 𝑣𝑘+1(𝜓).

Q.E.D.

4. 𝐼𝑘 & 𝐽𝑘 & 𝐻𝑘+1 ⟹ 𝐽𝑘+1
引理 4.10. 多项式 𝑈𝑘+1在 ℂ[𝑥, 𝑦]及 ℂ(𝑥)[𝑦]中不可约.

证明. 由于 𝑈𝑘+1 关于 𝑦首一,其在 ℂ[𝑥, 𝑦]中的不可约性可以推出其在 ℂ(𝑥)[𝑦]中的不可约性. 下面
我们假设 𝜙𝜙′ = 𝑈𝑘+1 对 𝜙, 𝜙′ ∈ ℂ[𝑥, 𝑦]成立. 由于 𝑈𝑘+1 在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中不可约,我们不妨假设 𝜙在
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gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中的像是一个单位,即 𝛿𝑘(𝜙) = 0及 𝛿(𝜙′) = 𝑛𝑘. 另一方面,对任意 𝜓 ∈ ℂ[𝑥, 𝑦],根据定义有
𝛿𝑘(𝜓)𝑑𝑘 ≤ deg𝑦(𝜓). 由引理 3.2 (除了我们需要证明的不可约性部分),我们得到

𝑑𝑘𝛿𝑘(𝜙′) = 𝑑𝑘𝑛𝑘 = 𝑑𝑘+1 = deg𝑦(𝑈𝑘+1)
= deg𝑦(𝜙) + deg𝑦(𝜙′) ≥ deg𝑦(𝜙′) ≥ 𝑑𝑘𝛿𝑘(𝜙′),

因此 deg𝑦(𝜙) = 0且 deg𝑦(𝜙′) = deg𝑦(𝑈𝑘+1). 由 𝑈𝑘+1关于 𝑦的首一性,知 𝜙为 𝑅中单位. Q.E.D.

实际上此时由 Weierstrass 分解定理我们还可以得出所有 𝑈𝑘均在 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]]中也是不可约的.

至此我们完成了对定理 3.5的完整证明.

下一次我们考虑给出定理 3.7的证明,以及定理 3.9中的构造思路.
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