
定理 3.7及 3.9的证明

无限的存在亦是为了有限.

利用上节中的对于定理 3.5的证明,我们已经可以通过有限长度的 SKP构造出大量的赋值,但所
有如此得到的赋值组成的空间并非一个紧空间,还需要本节所证明的通过无限长度的 SKP构造出
的赋值来完成对前述空间的紧化.

定理 3.7的证明

定理 3.7. 令 [(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]为一个无限长度的 SKP.对任意 𝑘 ≥ 1,令 𝑣𝑘 为定理 3.5中的关
于 [(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0]的赋值.

(i) 如果对无穷多个 𝑗有 𝑛𝑗 ≥ 2,则对任意 𝜙 ∈ 𝑅,存在 𝑘0 = 𝑘0(𝜙)使得 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘0(𝜙)对所有 𝑘 ≥ 𝑘0
成立,特别地 𝑣𝑘收敛于一个赋值 𝑣∞.

(ii) 如果对 𝑗 ≫ 1有 𝑛𝑗 = 1,则 𝑈𝑘在 𝑅中收敛于一个不可约的形式幂级数 𝑈∞,且 𝑣𝑘收敛于一个赋
值 𝑣∞. 更精确地说,如果 𝑈∞ 整除 𝜙 ∈ 𝑅,则 𝑣𝑘(𝜙) → ∞,否则存在 𝑘0(𝜙)使得 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘0(𝜙)对
所有 𝑘 ≥ 𝑘0 = 𝑘0(𝜙).

证明. (i)若对于无穷多个 𝑗有 𝑛𝑗 ≥ 2,那么 deg𝑦(𝑈𝑘+1) = 𝑑𝑘+1 = ∏𝑘
𝑗=1 𝑛𝑗 将随着 𝑘的增加趋向于无穷.

取 𝜙 ∈ 𝑅,由 Weierstrass 除法定理,我们不妨设 deg𝑦(𝜙) < ∞. 对 𝑘 ≫ 1,有 deg𝑦(𝜙) < deg𝑦(𝑈𝑘+1),从
而由 𝑣𝑘 的构造过程可知 𝑣𝑘(𝜙) = 𝑣𝑘+𝑙(𝜙)对所有 𝑙 ≥ 1成立. 因此 𝑣𝑘 收敛到一个赋值 𝑣∞ 并满足所述
性质.

(ii) 若当 𝑘 ≥ 𝐾 时均有 𝑛𝑘 = 1,令 𝑑 ∶= max𝑗 deg𝑦(𝑈𝑗). 则当 𝑘 ≥ 𝐾 时 deg𝑦(𝑈𝑘+1 = deg𝑦(𝑈𝑘) = 𝑑,此
时由

𝑈𝑘+1 = 𝑈𝑘 − 𝜃𝑘
𝑘−1
∏
𝑗=0

𝑈𝑚𝑘,𝑗
𝑗 ,

可知对所有 𝑗 ≥ 𝐾 有 𝑚𝑘,𝑗 = 0. 因此数列 { ̃𝛽𝑘}𝑘≥𝐾 时一个属于离散格点集 ∑𝐾
𝑗=0 ℤ ̃𝛽𝑗 中的严格递增列.

因此有 ̃𝛽𝑘 →∞. 记

𝑈𝑘 = 𝑦𝑑 + 𝑎𝑘𝑑−1(𝑥)𝑦𝑑−1 +⋯+ 𝑎𝑘0(𝑥),

为其Weierstrass多项式形式. 注意到由于对所有 𝑗 ≥ 𝐾 有 𝑚𝑘,𝑗 = 0,因此

𝑎𝑘+1𝑛 (𝑥) = 𝑎𝑘𝑛(𝑥) − ̃𝜃𝑘∑𝑎𝑗1𝑖1 (𝑥)⋯𝑎𝑗𝑙𝑖𝑙 (𝑥),

其中 𝑖1 +⋯+ 𝑖𝑙 = 𝑛, ♯{𝑗𝑠 = 𝛼} = 𝑚𝑘,𝛼. 因此

𝑎𝑘+1𝑛 (𝑥) − 𝑎𝑘𝑛(𝑥) ∈ 𝔪∑𝐾
𝑖=0𝑚𝑘,𝑖 .

另一方面,由于 ̃𝛽𝑗 递增趋于无穷,我们有

𝐾
∑
𝑖=0

𝑚𝑘,𝑖 ≥ ̃𝛽−1𝐾
𝐾
∑
𝑖=0

̃𝛽𝑖𝑚𝑘,𝑖 =
̃𝛽𝑘
̃𝛽𝐾
→∞,
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这里用到了 𝑛𝑗 = 1对于 𝑗 ≥ 𝐾 成立,以及数列 ̃𝛽𝑘的递推关系式. 从而我们可以得知 {𝑈𝑘}的每项系数
𝑎𝑘𝑛(𝑥)收敛到某个关于 𝑥的形式幂级数,即 𝑈𝑘 收敛到一个关于 𝑦的系数为形式幂级数的 𝑑次多项式
𝑈∞ ∈ ℂ[[𝑥]][𝑦] ⊂ ℂ[[𝑥, 𝑦]].

回忆

𝑈𝑘+1 = 𝑈𝑘 − 𝜃𝑘
𝑘−1
∏
𝑗=0

𝑈𝑚𝑘,𝑗
𝑗 , 𝑘 ≥ 𝐾 + 1,

其中 𝑣𝑘−1(𝑈𝑘) = 𝑛𝑘−1 ̃𝛽𝑘−1 = ̃𝛽𝑘−1,以及

𝑣𝑘−1(𝑈𝑘+1 − 𝑈𝑘) =
𝑘−1
∑
𝑗=0

𝑚𝑘,𝑗 ̃𝛽𝑗 = ̃𝛽𝑘 > ̃𝛽𝑘−1.

这意味着 𝑣𝑘−1(𝑈𝑘+1) = ̃𝛽𝑘−1,并因此有 𝑣𝑘−1(𝑈𝑘+𝑙) = ̃𝛽𝑘−1对所有 𝑙 ≥ 0成立. 即 𝑣𝑘−1(𝑈∞) = ̃𝛽𝑘−1. 故

𝑣∞(𝑈∞) ∶= lim
𝑘
𝑣𝑘(𝑈∞) = lim

𝑘
̃𝛽𝑘 = ∞.

更一般地,对任意 𝜙 ∈ 𝑅,令 𝜙 = 𝜙0 + 𝑈∞𝜙1,其中 deg𝑦(𝜙0) < deg𝑦(𝑈∞) = 𝑑. 若 𝜙0 ≡ 0,我们令

𝑣∞(𝜙) ∶= lim
𝑘
𝑣𝑘(𝜙) = ∞.

否则,对充分大的 𝑘 ≥ 𝐾,以及任意 𝑙 ≥ 0,有

𝑣𝑘+𝑙(𝜙) = 𝑣𝑘+𝑙(𝜙0) = 𝑣𝑘(𝜙0).

因此数列 𝑣𝑘(𝜙)在 𝑘充分大后是常值,即我们同样可以令 𝑣∞ ∶= lim𝑘 𝑣𝑘(𝜙).

容易验证上述构造的 𝑣∞ 确实是一个赋值. 特别地,有 𝑣∞(𝜙) = ∞当且仅当 𝑈∞ 整除 𝜙. 由此亦可知
𝑈∞在 𝑅中是不可约的. Q.E.D.

定理 3.9的构造思路

定理 3.9. 对任意 𝑅 上的 centered赋值, 存在唯一的 SKP [(𝑈𝑗)𝑛0 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑛0], 1 ≤ 𝑛 ≤ ∞, 使得
𝑣 = val[(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]. 此时我们有 𝑣(𝑈𝑗) = ̃𝛽𝑗 对所有 𝑗.

进一步地,如果 𝑘 < 𝑛且 𝑣𝑘 = val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0],则 𝑣(𝜙) ≥ 𝑣𝑘(𝜙)对所有 𝜙 ∈ 𝑅成立,并且 𝑣(𝜙) > 𝑣𝑘(𝜙)
当且仅当在 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中 𝑈𝑘+1能整除 𝜙.

证明概要. 我们对 𝑘归纳地构造赋值 𝑣𝑘使得 𝑣𝑘(𝑈𝑗) = ̃𝛽𝑗 对 𝑗 ≤ 𝑘成立.

令 𝑈0 = 𝑥, 𝑈1 = 𝑦,以及 ̃𝛽0 = 𝑣(𝑥), ̃𝛽1 = 𝑣(𝑦). 假设 𝑣𝑘 ∶= val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0]已经构造出. 则由定理 3.5,
我们有 𝑣(𝜙) ≥ 𝑣𝑘(𝜙)对所有 𝜙 ∈ 𝑅成立. 由于 𝑣(𝑥) = 𝑣𝑘(𝑥),这个结果对于所有 𝜙 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦]亦是正确
的. 如果完全有 𝑣 = 𝑣𝑘,那么所有的工作都结束了. 否则,令
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𝒟𝑘 ∶= {𝜙 ∈ ℂ(𝑥)[𝑦] ∣ 𝑣(𝜙) > 𝑣𝑘(𝜙)}.

容易验证: 𝒟𝑘定义了分次环 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]中的一个素理想.

回忆: 分次环 gr𝑣𝑘ℂ(𝑥)[𝑦]是一个欧几里得整环. 因此 𝒟𝑘由某个不可约元素生成.

可以证明: 𝒟𝑘由唯一的形如 𝑈𝑘+1 = 𝑈𝑛𝑘
𝑘 −𝜃𝑘∏

𝑘−1
𝑗=0 𝑈

𝑚𝑘,𝑗
𝑗 的不可约元素生成,其中 𝜃𝑘 ∈ ℂ∗, 0 ≤ 𝑚𝑘,𝑗 <

𝑛𝑗 当 𝑗 ≥ 1,且 𝑚𝑘,0 ≥ 0.

定义 ̃𝛽𝑘+1 ∶= 𝑣(𝑈𝑘+1). 容易验证 [(𝑈𝑗)𝑘+10 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑘+10 ]确实是一个 SKP.即完成了归纳构造.

最后这个归纳构造过程要么在有限步停止,要么我们最终会得到一个无限长度的 SKP [(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]. 分
别我们均可验证 𝑣 = val[(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]. 其中前一种情况是显然的,后一种也可以由上述定理 3.7的证
明过程类似得出. Q.E.D.

至此,我们完成了通过 SKP来一对一地表示出 ℂ[[𝑥, 𝑦]]上 centered赋值空间 𝒱 中的所有元素的工作.
这将为我们后面讨论赋值空间的树结构提供可计算基础.

下节我们将开始赋值空间上树结构的证明.
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