
赋值树结构的证明

一棵树的本质就是上面的蚂蚁只有唯一一种不走回头路的方法从一根树枝爬到另一根树
枝上.

赋值空间的树结构

回忆 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]],以及 𝒱 为 𝑅上的所有 centered normalized赋值全体组成的空间.

• 赋值 𝑣是 centered normalized指 𝑣(𝔪) = 1,其中𝔪 = (𝑥, 𝑦)为 𝑅的极大理想;
• 赋值空间 𝒱 上有自然的偏序: 𝑣 ≤ 𝑤当且仅当 𝑣(𝜙) ≤ 𝑤(𝜙)对所有 𝜙 ∈ 𝑅成立;
• 重数赋值 𝑣𝔪 ∈ 𝒱,其中 𝑣𝔪(𝜙) = 𝑚(𝜙) = max{𝑘 ∣ 𝜙 ∈ 𝔪𝑘}.

定理 6.1. 赋值空间 𝒱 为一个 rooted在 𝑣𝔪处的 complete nonmetric tree.

回顾: 称偏序集 (𝒯, ≤)为一个 rooted nonmetric tree,如果其满足: - (T1) 𝒯 有唯一的最小元 𝜏0
(称为 𝒯 的 root); - (T2)若 𝜏 ∈ 𝒯,则集合 {𝜎 ∈ 𝒯 ∣ 𝜎 ≤ 𝜏}同构于一个实区间; - (T3) 𝒯 的任意 full全序
子集均同构于一个实区间.

称 𝒯 是 complete,如果对任意 𝒯 中递增的点列 (𝜏𝑖)𝑖≥1,存在元素 𝜏∞ ∈ 𝒯,满足 𝜏𝑖 ≤ 𝜏∞对任意 𝑖成立.

那么我们很容易看出来 (𝒱, ≤)是一个偏序集,且有唯一最小元 𝑣𝔪,即 (T1)是成立的.

证明的准备工作

回顾任意 𝑅 上的 centered 赋值 𝑣, 存在唯一的 (有限长度或者无限长度的) SKP [(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)] 使得
𝑣 = val[(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]. 记 𝑣对应的 SKP的长度为 length(𝑣).

引理 6.2. 令 𝑣, 𝑣′ ∈ 𝒱 为赋值且 𝑣 ≠ 𝑣′. 取局部坐标 (𝑥, 𝑦) 使得 1 = 𝑣(𝑥) = 𝑣′(𝑥) ≤
min{𝑣(𝑦), 𝑣′(𝑦)}. 设 𝑣 = val[(𝑈𝑗); ( ̃𝛽𝑗)]以及 𝑣′ = val[(𝑈 ′

𝑗 ); ( ̃𝛽′𝑗)]. 则 𝑣 < 𝑣′ 当且仅当以下同时
成立:
(i) length(𝑣′) ≥ length(𝑣) =∶ 𝑘 < ∞,
(ii) 𝑈𝑗 = 𝑈 ′

𝑗 对所有 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘成立;
(iii) ̃𝛽′𝑘 ≥ ̃𝛽𝑘.

证明. 假设这三个条件成立,令 𝑣0 = val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘−10 , ̃𝛽′𝑘],则由定理 3.5及其证明中的构造过程可
知, 𝑣′ ≥ 𝑣0 ≥ 𝑣.

反过来, 若 𝑣 < 𝑣′, 记 𝑘 = length(𝑣). 我们对 𝑗 ≤ 𝑘 归纳证明 𝑈𝑗 = 𝑈 ′
𝑗 . 由假设知 𝑗 = 0, 1 时成立.

如果已有 𝑈 𝑖 = 𝑈 ′
𝑖 当 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑗 − 1, 定义 𝑣𝑗−1 = val[(𝑈 𝑖)𝑗−10 ; ( ̃𝛽𝑖)𝑗−10 ], 则由 𝑣′ ≥ 𝑣 及 定理 3.5 知

𝑣′(𝑈𝑗) ≥ 𝑣(𝑈𝑗) > 𝑣𝑗−1(𝑈𝑗). 此时定理 3.9说明 𝑈 ′
𝑗 = 𝑈𝑗 . 进一步地, 有 𝑘 < ∞, 否则 𝑣′ = 𝑣, 以及有

length(𝑣′) ≥ 𝑘. 最后, ̃𝛽′𝑘 = 𝑣′(𝑈𝑘) ≥ 𝑣(𝑈𝑘) = ̃𝛽𝑘. Q.E.D.

推论 6.3. 令 (𝑣𝑖)𝑖∈𝐼 为 𝒱 的一族赋值,并且有局部坐标 (𝑥, 𝑦)使得 1 = 𝑣𝑖(𝑥) ≤ 𝑣𝑖(𝑦)对所有
𝑖 ∈ 𝐼成立. 令 𝑣𝑖 = val[(𝑈 𝑖

𝑗 ); ( ̃𝛽𝑖𝑗)]. 则存在关于这族赋值的极小元

⋀
𝑖∈𝐼

𝑣𝑖 = val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘−10 , inf
𝑖∈𝐼

̃𝛽𝑖𝑘],

(即其为集合 {𝑣 ∈ 𝒱 ∣ 𝑣 ≤ 𝑣𝑖, ∀ 𝑖 ∈ 𝐼} 中的最大元), 其中 1 ≤ 𝑘 < ∞ 为最大的 𝑘 使得:
𝑈 𝑖
𝑗 = 𝑈 𝑖′

𝑗 =∶ 𝑈𝑗 对所有 0 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘以及 𝑖, 𝑖′ ∈ 𝐼 成立,并且 ̃𝛽𝑖𝑗 = ̃𝛽𝑖′𝑗 =∶ ̃𝛽𝑗 对所有 0 ≤ 𝑗 < 𝑘
以及 𝑖, 𝑖′ ∈ 𝐼成立.
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证明. 这是引理 6.2的直接推论. Q.E.D.

(T2)的证明

令 𝑣 ∈ 𝒱 满足 𝑣 > 𝑣𝔪. 我们需要证明 𝐼 ∶= {𝑤 ∈ 𝒱 ∣ 𝑣𝔪 ≤ 𝑤 ≤ 𝑣}为一个同构于 ℝ+中的区间的全序集.

取局部坐标 (𝑥, 𝑦)使得 1 = 𝑣(𝑥) ≤ 𝑣(𝑦). 令 𝑣 = val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0]. 首先假设 𝑘 < ∞. 令 𝑑𝑗 = deg𝑦(𝑈𝑗)对
任意 1 ≤ 𝑗 ≤ 𝑘并记 𝑑0 = ∞. 回忆 ( ̃𝛽𝑗/𝑑𝑗)为一个严格递增的数列 (引理 3.2). 我们下面将证明 𝐼同构
于区间 𝐽 = [1, ̃𝛽𝑘/𝑑𝑘]. 取 𝑡 ∈ 𝐽. 则存在唯一整数 𝑙 ∈ [1, 𝑘]使得

̃𝛽𝑙−1/𝑑𝑙−1 < 𝑡 ≤ ̃𝛽𝑙/𝑑𝑙.

令
𝑣𝑡 ∶= val[(𝑈𝑗)𝑙0; ( ̃𝛽𝑗)𝑙−1𝑗=0, 𝑡𝑑𝑙].

此时由引理 6.2知 𝑡 ↦ 𝑣𝑡 给出了 𝐽 到 𝐼的同构. 同理可得 𝑘 = ∞情形. Q.E.D.

(T3)及完备性的证明

由 (T2)的成立,我们会发现实际上要证明 (T3)只需证 𝒱 是 complete,即对任意全序子集 𝒮 ⊂ 𝒱,存
在 𝑣′ ∈ 𝒱 使得 𝑣′ ≥ 𝑣对所有 𝑣 ∈ 𝒮成立.

取局部坐标 (𝑥, 𝑦)使得 1 = 𝑣(𝑥) ≤ 𝑣(𝑦)对所有 𝑣 ∈ 𝒮. 由 𝒮 为全序集知这是可以办到的, 并且由引
理 6.2知 𝑣 ∈ 𝒮 所对应的 SKP的长度 length(𝑣)定义了一个 𝒮 上的不减的函数. 当 length(𝑣) → ∞
时,由定理 3.7知 𝑣趋向于一个赋值 𝑣∞ ∈ 𝒱 大于等于所有 𝒮中的赋值 (𝑣∞ 为一个 curve 赋值或
infinitely singular 赋值). 否则对充分大 𝑣 ∈ 𝒮,有 length(𝑣)为常值. 此时记

𝑣 = val[(𝑈𝑗)𝑛0 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑛−10 , ̃𝛽(𝑣)𝑛 ].

由引理 6.2, 数列 ̃𝛽(𝑣)𝑛 为一个关于充分大 𝑣 ∈ 𝒮 的递增函数, 因此存在 ̃𝛽𝑛 ∈ ℝ+, 大于等于所有的
̃𝛽(𝑣)𝑛 . 此时赋值 𝑣 = val[(𝑈𝑗)𝑛0 ; ( ̃𝛽𝑗)𝑛0] ∈ 𝒱 即满足 𝑣′ ≥ 𝑣对所有 𝑣 ∈ 𝒮成立. Q.E.D.

至此我们完成了定理 6.1的完整证明.

不同类型赋值在树中的位置

回忆由 SKP所定义的 𝒱 中的赋值的分类:

定义 3.8. 令 𝑣 ∈ 𝒱 满足 𝑣 ∶= val[(𝑈𝑗)𝑘0; ( ̃𝛽𝑗)𝑘0],其中 1 ≤ 𝑘 ≤ ∞. 称 𝑣为

(1) monomial (在坐标 (𝑥, 𝑦)下)如果 𝑘 = 1,且 ̃𝛽0, ̃𝛽1 < ∞;

(2) quasimonomial如果 𝑘 < ∞,且 ̃𝛽0, ̃𝛽𝑘 < ∞;

(3) divisorial如果 𝑣是 quasimonomial且 ̃𝛽𝑘 ∈ ℚ;

(4) irrational如果 𝑣是 quasimonomial但不是 divisorial;
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(5) infinitely singular如果 𝑘 = ∞且 𝑑𝑗 →∞,其中 𝑑𝑗 = deg𝑦(𝑈𝑗);

(6) 一个 curve valuation如果 𝑘 = ∞且 𝑑𝑗↛∞,或者 𝑘 < ∞且 max{ ̃𝛽0, ̃𝛽𝑘} = ∞.

结合 𝒱 的树结构,我们可知不同类型赋值在该赋值树中的位置:

命题 6.4. 对于赋值树 𝒱,我们有:

(i) 𝒱 的 root为 multiplicity 赋值 𝑣𝔪;

(ii) 𝒱 的 ends 为 curve 赋值 以及 infinitely singular 赋值 (反过来非 end 点为所有
quasimonomial 赋值);

(iii) 𝒱 的任意切向量 (tangent vector)所代表等价类都包含一个 curve赋值以及一个 infinitely
singular赋值;

(iv) 𝒱 的正则点 (即该点处只有两个切向量)为所有的 irrational 赋值;

(v) 𝒱 的分支点 (即奇异点,非正则点)为所有的 divisorial 赋值,并且在每个 divisorial赋值处
的切空间同构于 ℙ1.

此命题的证明并不困难但很琐碎,所以在此略去. 下面《The Valuative Tree》中的图表示了赋值树 𝑉
中不同赋值所在的位置.

Figure 1: Nonmetric tree structure

下次我们介绍如何利用 skewness 函数给出 𝒱 的参数化 (parameterization).
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