
赋值树理论简介 13

本文中依然记 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]], 其极大理想 𝔪 = (𝑥, 𝑦)𝑅.

ACC定理

对任意 𝜓 ∈ 𝑅, 简记 𝑐(𝜓) = lct(𝜓). 回忆 𝑐(𝜓) = inf𝑣∈𝒱qm 𝐴(𝑣)/𝑣(𝜓). 本文介绍下面的结果在 [1] 文中对下
面的结果利用赋值树理论给出的另证.

定理 13.1. 集合 c = {𝑐(𝜓) ∣ 𝜓 ∈ 𝔪} 满足 ACC (ascending chain condition), 即任意 c 中的递
减序列均最终稳定.

实际上, 上面的 ACC 定理在任意维数都是成立的.

命题 13.2. 上述集合 c 的极限点集为 {0} ∪ {1/𝑎 ∣ 𝑎 ∈ ℕ}.

赋值树理论的结果

对任意 𝜓 ∈ 𝔪, 令 𝜆(𝜓) ∶= 𝑐(𝜓)−1 为 𝜓 的 Arnold 重数 (Arnold multiplicity), 等价于我们需要证
𝜆 ∶= {𝜆(𝜓) ∣ 𝜓 ∈ 𝔪} 满足 DCC (descending chain condition), 且极限点集为 ℕ ∪ {∞}. 对任意 𝑣 ∈ 𝒱, 令
𝜒𝜓(𝑣) = 𝑣(𝜓)/𝐴(𝑣), 则 𝜆(𝜓) = sup𝑣∈𝒱qm

𝜒𝜓(𝑣).

对于 𝜓, 令 𝜓 = ∏𝜙𝑎𝑘𝑘 为将其分解为不可约因子的乘积. 对每个 𝑘, 定义赋值

𝑣𝑘 ∶= max{𝑣 ∈ 𝒱 ∣ 𝑚(𝑣) = 1, 𝑣 ≤ 𝑣𝜙𝑘}.

则 𝑣𝑘 为 𝑣𝜙𝑘 或者某个 divisorial 赋值. 记 𝛼𝑘 = 𝛼(𝑣𝑘), 𝑏𝑘 = 𝑏(𝑣𝑘), 𝑣𝑘𝑙 = 𝑣𝑘 ∧ 𝑣𝑙 以及 𝛼𝑘𝑙 = 𝛼(𝑣𝑘𝑙).

引理 13.3. 对所有 𝑘, 𝑙, 有 𝛼𝑘𝑙𝑚𝑘 与 𝛼𝑘𝑙𝑚𝑙 二者至少有一个为整数, 其中 𝑚𝑘 = 𝑚(𝜙𝑘).

证明. 由 命题 10.2, 知 𝑏𝑘𝛼𝑘 ∈ ℕ ( 若 𝛼𝑘 < ∞), 且 𝑚𝑘 被 𝑏𝑘 整除, 因此 𝑚𝑘𝛼𝑘 ∈ ℕ. 由此知若 𝑣𝑘𝑙 = 𝑣𝑘 或
𝑣𝑙, 则该引理成立. 否则我们有 𝑣𝑘𝑙 < 𝑣𝑘 且 𝑣𝑘𝑙 < 𝑣𝑙. 那么我们由 𝑚(𝑣𝑘) = 𝑚(𝑣𝑙) = 1 即可知 𝑏(𝑣𝑘𝑙) = 1,
此时再根据 𝑏𝑘𝑙𝛼𝑘𝑙 ∈ ℕ 知也有 𝛼𝑘𝑙 ∈ ℕ 成立. Q.E.D.

引理 13.4. 函数 𝜒𝜓 的上确界在某个 𝑣𝑘𝑙 处取得.

证明. 由于

𝜒𝜓(𝑣) =
𝑣(𝜓)
𝐴(𝑣) =

∑𝑎𝑘𝑣(𝜙𝑘)
𝐴(𝑣) ,

类似于 引理 12.6 的证明, 我们可以得到 𝜒𝜓 的上确界必在 𝑣𝔪 或者某个 𝑣𝑘𝑙 处取得 (具体细节不
再赘述). 如果某个 𝑣𝑘𝑙 = 𝑣𝔪, 那么引理成立. 否则我们设 𝑣𝑘𝑙 > 𝑣𝔪 对所有 𝑘, 𝑙 成立. 这意味着
𝑤 ∶= ∧𝑘,𝑙𝑣𝑘𝑙 > 𝑣𝔪. 此时类似于 引理 12.6 的证明会发现在 [𝑣𝔪, 𝑤) 上有 d𝜒𝜓/d𝛼 > 0, 即 𝜒𝜓 不会在 𝑣𝔪
处达到上确界. Q.E.D.

引理 13.5. 对任意 𝑘, 𝑙, 我们有 𝑣𝑘𝑙(𝜓) ∈
1
𝑚𝑘

ℕ∗ ∪ 1
𝑚𝑙
ℕ∗.

证明. 固定某个 𝑖. - 若 𝑣𝜙𝑖 ≥ 𝑣𝑘𝑙, 则 𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑖) = 𝛼𝑘𝑙𝑚𝑖, 由 引理 13.3, 它属于 1
𝑚𝑘

ℕ∗ ∪ 1
𝑚𝑙
ℕ∗. - 若 𝑣𝜙𝑖 ≱ 𝑣𝑘𝑙,

则 𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑖) = 𝑣𝑖𝑘(𝜙𝑖). 此时根据 引理 13.3 及其证明过程: 要么 𝑣𝑖𝑘 = 𝑣𝑖 且 𝑣𝑘𝑙 ∈ ℕ∗; 要么 𝑣𝑖𝑘 < 𝑣𝑖,
𝑣𝑖𝑘 < 𝑣𝑘𝑙 且 𝛼𝑖𝑘 ∈ ℕ∗, 由此亦有 𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑖) ∈ ℕ∗. 综上, 𝑣𝑘𝑙(𝜓) = ∑𝑎𝑖𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑖) ∈

1
𝑚𝑘

ℕ∗ ∪ 1
𝑚𝑙
ℕ∗. Q.E.D.
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引理 13.6. 由 引理 13.4 假设 𝜆(𝜓) = 𝜒𝜓(𝑣𝑘𝑙). 令 𝐼 = {𝑖 ∶ 𝑣𝜙𝑖 ≥ 𝑣𝑘𝑙} 并令 𝐽 为 𝐼 的补集. 则

∑
𝑗∈𝐽

𝑎𝑗𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑗) ≤ ∑
𝑖∈𝐼

𝑎𝑖𝑚𝑖.

证明. 对任意 𝑡 ∈ (𝛼𝑘𝑙 − 𝜂, 𝛼𝑘𝑙), 其中 𝜂 为很小的正实数, 我们有

𝜒𝜓(𝑣𝜙𝑖 ,𝑡) =
𝑡(∑𝑖∈𝐼 𝑎𝑖𝑚𝑖) +∑𝑗∈𝐽 𝑎𝑗𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑗)

1 + 𝑡 ,

并且由于 𝜒𝜓 的上确界在 𝑣𝑘𝑙 处取到, 即 𝜒′(𝑡) ≥ 0 在该区间上成立, 从而得到欲证不等式. Q.E.D.

ACC定理的证明

首先我们证明 定理 13.1, 为此我们只需证明对任意 𝐶 > 0, 集合 𝜆 ∩ (0, 𝐶) 满足 DCC.

任取一列 𝜓𝑛 ∈ 𝔪 满足 𝜆(𝜓𝑛) 递减并且均小于 𝐶. 由

𝜆(𝜓) = sup
𝑣

𝑣(𝜓)
𝐴(𝑣) ≥

𝑚(𝜓)
2 ,

得 𝑚(𝜓𝑛) ≤ 2𝐶. 对任意 𝑛, 我们如上引入记号 𝜙𝑛𝑘, 𝛼𝑛𝑘𝑙, 𝐼𝑛 以及 𝐽𝑛. 后面为了简便也可能不带角标 𝑛. 再
令

𝒩 = {𝑝𝑞 ∶ 𝑝, 𝑞 ∈ ℕ∗, 𝑞 ≤ 2𝐶} .

另一方面, 由 引理 13.4,

𝜆(𝜓𝑛) =
( ∑
𝑖∈𝐼

𝑎𝑖𝑚𝑖)𝛼𝑘𝑙 + ∑
𝑗∈𝐽

𝑎𝑗𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑗)

1 + 𝛼𝑘𝑙
= (∑

𝑖∈𝐼
𝑎𝑖𝑚𝑖) −

1
1 + 𝛼𝑘𝑙

(∑
𝑖∈𝐽

𝑎𝑖𝑚𝑖 − ∑
𝑗∈𝐽

𝑎𝑗𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑗)).

注意到 ∑𝑖∈𝐼 𝑎𝑖𝑚𝑖 ≤ 𝑚(𝜓𝑛) ≤ 2𝐶, 因此对于充分大的 𝑛, 我们可以不妨假设 ∑𝑖∈𝐼 𝑎𝑖𝑚𝑖 是常数, 记为 𝐷.
另一方面, 由 引理 13.5, ∑𝑗∈𝐽 𝑎𝑗𝑣𝑘𝑙(𝜙𝑗) 总是属于离散集 𝒩 中. 而由 引理 13.6 知它又是被 𝐷 作为
上界所控制的, 因此我们也可以不妨假设它是常数. 因此,

𝜆(𝜓𝑛) = 𝐷 − 𝐸
1 + 𝛼𝑘𝑙

,

其中 𝐸 是某个常数. 从而当 𝜆(𝜓𝑛) 递增的时候, 相应地有 𝛼𝑘𝑙 是递减的. 最后, 结合 引理 13.3 知
𝛼𝑘𝑙 ∈ 𝒩 得到对于充分大的 𝑛, 有 𝛼𝑘𝑙 是常数. 综上, 得证 𝜆 满足 DCC. Q.E.D.

下面计算 𝜆 的所有极限点. 假设 𝜆(𝜓𝑛) → 𝜆 ∈ 𝜆, 𝜆 ≠ ∞. 由 DCC 我们不妨假设 𝜆(𝜓𝑛) 是单调递增的. 同
样由上, 我们可以得到 𝜆(𝜓𝑛) = 𝐷 − 𝐸(1 + 𝛼𝑘𝑙)−1 对某两个常数 𝐷, 𝐸 > 0, 其中 𝐷 是一个整数. 因此若使
𝜆(𝜓𝑛) 不最终稳定, 必须有 𝛼𝑘𝑙 →∞, 即 𝜆 = 𝐷 ∈ ℕ. 因此 𝜆 的极限点包含在 ℕ ∪ {∞} 中.
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另一方面, 对任意 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 计算可得 𝜆(𝑦𝑚 + 𝑥𝑛) = 𝑚𝑛
𝑚 + 𝑛 , 这个集合的极限点包含了 ℕ ∪ {∞} 中所有

的元素. 综上, 命题 13.2 得证. Q.E.D.

引理 13.7. 对任意 𝑚, 𝑛 ∈ ℕ, 有 𝜆(𝑦𝑚 + 𝑥𝑛) = 𝑚𝑛
𝑚 + 𝑛 .

实际上对于这类多项式的 log canonical threshold 的计算有专门的 (Howald’s) Newton polyhedron 的算
法, 参见 [2, 9.3.C 节].
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