
赋值树理论简介 14

我们介绍利用 Puiseux 级数建立赋值树相关理论的方法, 但我们不会再仔细地给出所有中间结果的
证明.

以下继续令 𝑅 = ℂ[[𝑥, 𝑦]],𝔪 = (𝑥, 𝑦)𝑅 为 𝑅 的一个极大理想.

Puiseux级数

令 𝑘 = ℂ((𝑥)) 为 ℂ[[𝑥]] 的分式域, 即关于变元 𝑥 的 形式 Laurent 级数 ∑
𝑛≥−𝑁

𝑐𝑛𝑥𝑛 组成的域. 令 ̂𝑘 为 𝑘 的

代数闭包.

定理 14.1. (Newton-Puiseux 定理) ̂𝑘 中的元素由 (有限或无限的) Puiseux级数:

𝜙 = ∑
𝑗≥1

𝑎𝑗𝑥𝛽𝑗 , 𝑎𝑗 ∈ ℂ∗, 𝛽𝑗+1 > 𝛽𝑗 ∈ ℚ (14.1)

构成, 其中有理数 𝛽𝑗 具有有界分母 (denominator), 即存在某个整数 𝑚 使得 𝑚𝛽𝑗 ∈ ℤ 对所
有 𝑗 成立.

证明. 记 ℂ((𝑥∗)) 为所有 Puiseux 级数构成的域. 容易验证 ℂ((𝑥∗)) ⊆ ̂𝑘, 因此我们只需证明 ℂ((𝑥∗)) 是
代数闭的. 下面的证明参考的是 [1].

只需证明任意次数 𝑛 > 1 的系数均位于 ℂ((𝑥∗)) 中的首一多项式

𝑃(𝑥, 𝑇) = 𝑇𝑛 + 𝑎1(𝑥)𝑇𝑛−1 +⋯+ 𝑎𝑛(𝑥)

是可约的. 通过做变换 𝑇 ′ = 𝑇 + 𝑎1(𝑥)/𝑛, 我们不妨假设 𝑎1(𝑥) ≡ 0. 对定理叙述中的 𝜙 我们记
ord(𝜙) = 𝛽1 ∈ ℚ. 令 𝑟𝑙 = ord 𝑎𝑙(𝑥) 并记 𝑟 = min{𝑟𝑙/𝑙}. 由定义, 我们可以取充分大正整数 𝑞 使得所有的
Puiseux 级数 𝑎𝑙(𝑥) 可写作形式 𝑓𝑙(𝑥1/𝑞), 其中 𝑓𝑙(𝑥) ∈ 𝑘 = ℂ((𝑥)). 令 𝑟 = 𝑝/𝑞, 其中 𝑝 ∈ ℤ.

通过坐标变换 𝑥 = 𝑤𝑞, 𝑇 = 𝑈 ⋅ 𝑤𝑝, 我们得到

𝑃(𝑥, 𝑇) = 𝑤𝑛𝑝 ⋅ 𝑄(𝑤,𝑈),

其中

𝑄(𝑤,𝑈) = 𝑈𝑛 + 𝑏2(𝑤)𝑈𝑛−2 +⋯+ 𝑏𝑛(𝑤)

以及 𝑏𝑙(𝑤) = 𝑎𝑙(𝑤𝑞)𝑤−𝑙𝑝. 由于 ord 𝑏𝑙 ∈ ℤ 以及

ord 𝑏𝑙 = 𝑞 ⋅ 𝑟𝑙 − 𝑝 ⋅ 𝑙 = 𝑞𝑙(𝑟𝑙/𝑙 − 𝑟) ≥ 0,

知 𝑄(𝑤,𝑈) 为系数在 ℂ[[𝑥]] 中的多项式. 进一步地, 对至少某一个 𝑙 有 ord 𝑏𝑙 = 0, 即对这样的 𝑙 有
𝑏𝑙(0) ≠ 0. 因此复多项式

𝑄(0, 𝑈) = 𝑈𝑛 + 𝑏2(0)𝑈𝑛−2 +⋯+ 𝑏𝑛(0) ≢ (𝑈 − 𝑐)𝑛
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对任意 𝑐 ∈ ℂ, 从而 𝑄(0, 𝑈) 可以写作两个互素复多项式的乘积. 此时利用 Hensel 引理, 我们可以将
𝑄(𝑤,𝑈) 写作系数在 𝑘 = ℂ[[𝑥]] 中的多项式的乘积 𝑄1(𝑤,𝑈) ⋅ 𝑄2(𝑤,𝑈). 综上

𝑃(𝑥, 𝑇) = 𝑥𝑛𝑟 ⋅ 𝑄1(𝑥1/𝑞, 𝑥−𝑟𝑇) ⋅ 𝑄2(𝑥1/𝑞, 𝑥−𝑟𝑇),

即得证. Q.E.D.

实际上, 定理 14.1 有如下著名的推论, 其证明我们不再赘述.

定理 14.2. (Puiseux 定理) 若 𝑃(𝑥, 𝑇) ∈ ℂ((𝑥))[𝑇] 为一个关于 𝑇 的次数为 𝑛 的首一不可约
多项式, 则存在形式幂级数 𝑔(𝑥) ∈ ℂ((𝑥)) 使得

𝑃(𝑥𝑛, 𝑇) =
𝑛−1
∏
𝑖=0

(𝑇 − 𝑔(𝜉𝑖𝑛𝑥)),

这里 𝜉𝑛 是一个 𝑛 次本原单位根.

Puiseux级数与赋值的延拓

现在我们给 𝑘 = ℂ((𝑥))及其代数闭包 ̂𝑘 (Puiseux级数域)上装备赋值 𝑣⋆, 满足 𝑣⋆|ℂ∗ = 0以及 𝑣⋆(𝑥) = 1.
令 𝑘 为 ̂𝑘 关于赋值 𝑣⋆ 的完备化. 事实上, 𝑘 中的元素为满足 (14.1) 式的有限或无限级数, 并满足当级
数为无限情形时有 𝛽𝑗 →∞, 但是没有 denominator 上的限制.

赋值 𝑣⋆ 自然地延拓到如上形式的级数上去: 我们有 𝑣(𝜙) = 𝛽1.

定义

̂𝑘+ = {𝜙 ∈ ̂𝑘 ∣ 𝑣⋆(𝜙) > 0},

即满足 𝛽1 > 0 的元素. 类似地, 我们定义 𝑘+ 和 𝑘+.

固定 𝑦 ∈ 𝔪 使得 (𝑥, 𝑦) 是 ℂ2 中的局部形式坐标, 即 𝑣𝑥 ∧ 𝑣𝑦 = 𝑣𝔪. 将 𝑦 视为一个变量, 考虑环 𝑘[[𝑦]]:
由具有 Puiseux 级数系数的形式幂级数组成.

我们将考虑那些赋值 ̂𝑣 ∶ 𝑘[[𝑦]] → ℝ+, 为 𝑘 上的赋值 𝑣⋆ 的延拓, 并满足 ̂𝑣(𝑦) > 0. 由于 𝑘 是代数闭域,
实际上这样的赋值完全由其在线性多项式 𝑦 − 𝜓, 𝜓 ∈ 𝑘 上的取值所决定.

命题 14.3. 任意如上的赋值 ̂𝑣 可以被一个数 𝛽 ∈ ℝ+, 以及一个有限或无限的如 (4.1) 式的
级数 𝜙 (没有 lim 𝛽𝑗 的限制) 并满足 𝛽 > 𝛽𝑗 > 0 对所有 𝑗 且 𝛽 = lim 𝛽𝑗 如果级数是无限的,
所唯一表示. 精确地说, 我们有

̂𝑣(𝑦 − 𝜓) = min{𝛽, 𝑣⋆(𝜓 − 𝜙)}, ∀ 𝜓 ∈ 𝑘. (14.2)

反过来, 如果 𝜙 及 𝛽 满足如上这些条件, 则存在唯一的 𝑘[[𝑦]] 上的一个赋值 ̂𝑣, 满足 (14.2)
式且是 𝑣⋆ 的延拓.

我们不再证明这个结论. 实际上可以用 SKP 与 ℂ[[𝑥, 𝑦]] 上的一一对应来给出证明. 由 Puiseux 级数和
赋值的对应也可以给出赋值的分类.
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定义 14.4. 我们记 val[𝜙; 𝛽] 为命题 14.3 中由 (𝜙, 𝛽) 所唯一决定的赋值 ̂𝑣 ∶ 𝑘[[𝑦]] → ℝ+. 进
一步地, 我们称 ̂𝑣 是
(i)点型 (point type) 如果 𝜙 ∈ 𝑘 且 𝛽 = ∞; 此时我们记 ̂𝑣 = ̂𝑣𝜙;
(ii)有限型 (finite type) 如果 𝜙 ∈ ̂𝑘 且 𝛽 < ∞;
(iii)有理的 (rational) 如果 ̂𝑣 是有限型并且 𝛽 是有理数;
(iv)无理的 (irrational) 如果 ̂𝑣 是有限型并且 𝛽 是无理数;
(v)特殊型 (special type) 如果 𝜙 ∉ 𝑘.

• 如果 ̂𝑣 = val[𝜙; 𝛽] 是 point type 或者 special type, 可以证明

̂𝑣(𝑦 − 𝜓) = 𝑣⋆(𝜓 − 𝜙), ∀ 𝜓 ∈ 𝑘.

树结构与 Puiseux参数化

令 𝒱𝑥 为那些在 𝑘 上是 𝑣⋆ 的延拓并满足 ̂𝑣(𝑦) > 0 的赋值 ̂𝑣 ∶ 𝑘[[𝑦]] → ℝ+ 全体组成的集合. 我们在 𝒱𝑥
中加入赋值 ̂𝑣⋆, 它由如下条件所定义: ̂𝑣⋆(𝑦 − 𝜙) = 0 对所有满足 𝑣⋆(𝜙) ≥ 0 的 𝜙 ∈ 𝑘 成立.

𝒱𝑥 上有自然的偏序结构: ̂𝑣 ≤ 𝑤̂ 当且仅当其作为 𝑘[𝑦] 上的函数逐点有相应大小关系. 实际上, ̂𝑣 ≤ 𝑤̂
当且仅当

̂𝑣(𝑦 − 𝜓) ≤ 𝑤̂(𝑦 − 𝜓), ∀ 𝜓 ∈ 𝑘+.

命题 14.5. 如上偏序 ≤ 给出 𝒱𝑥 上的一个完备 nonmetric tree structure, 其中 root 为 ̂𝑣⋆. 其
ends 是 point type 和 special type 的赋值, 分支点是 rational 赋值, 正则点是 irrational 赋值.

若 ̂𝑣 ∈ 𝒱𝑥, 定义 ̂𝑣 的 Puiseux参数 (Puiseux parameter) 为

𝛽( ̂𝑣) ∶= sup { ̂𝑣(𝑦 − 𝜓) ∣ 𝜓 ∈ 𝑘}.

命题 14.6. 上述 Puiseux 参数定义了树 𝒱𝑥 的一个参数化 𝛽 ∶ 𝒱𝑥 → [0,+∞]. 进一步地,
(i) 若 ̂𝑣 为 rational, 则 𝛽( ̂𝑣) 为有理数;
(ii) 若 ̂𝑣 为 irrational, 则 𝛽( ̂𝑣) 为无理数;
(iii) 若 ̂𝑣 为 point type, 则 𝛽( ̂𝑣) = ∞;
(iv) 若 ̂𝑣 为 special type, 则 𝛽( ̂𝑣) ∈ (0,∞].

• 若 ̂𝑣 = val[𝜙; 𝛽], 则实际上 ̂𝑣 正是 segment [ ̂𝑣⋆, ̂𝑣𝜙] 上满足 𝛽( ̂𝑣) = 𝛽 的那个点对应的赋值.

Galois作用

令 𝐺 ∶= Gal( ̂𝑘/𝑘). 群 𝐺 作用在 ̂𝑘 上, 对偶地可作用在 𝒱𝑥 中的赋值上.

Galois群

实际上, Gal( ̂𝑘/𝑘) 是一个投射极限 (即逆向极限):

• 对任意 𝑚 ≥ 1, 令 𝑘𝑚 = ℂ((𝑥1/𝑚)). 映射 𝑥1/𝑚 ↦ (𝑥1/𝑚𝑛)𝑛 ∈ 𝑘𝑚𝑛 定义了一个域扩张 𝑘𝑚 → 𝑘𝑚𝑛, 由
此 𝑘𝑚 形成一个内射系统, 其内射极限 (正向极限) 为 ̂𝑘;
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• 每个 Galois 群 𝐺𝑚 = Gal(𝑘𝑚/𝑘) 同构于 {𝜔 ∈ ℂ ∶ 𝜔𝑚 = 1};

• 元素 𝜔 ∈ 𝐺𝑚 在 𝑘𝑚 = ℂ((𝑥1/𝑚)) 上的作用记为 𝜔∗, 满足 𝜔∗(𝑥1/𝑚) = 𝜔𝑥1/𝑚;

• 相应地, 𝜔 ↦ 𝜔𝑛 给出从 𝐺𝑚𝑛 到 𝐺𝑚 的群同态;

• 由此, 群 𝐺𝑚 形成一个投射系统, 其投射极限为 Galois 群 𝐺 = Gal( ̂𝑘/𝑘).

若 𝜔 ∈ 𝐺, 记 𝜔𝑚 为其在 𝐺𝑚 中的像. 则对任意单项式 𝑥𝛽 ∈ ̂𝑘, 我们有 𝜔 在 𝑥𝛽 上的作用为: 记 𝛽 = 𝑝/𝑞,
其中 gcd(𝑝, 𝑞) = 1, 再取 𝑚 使得 𝑞 ∣ 𝑚, 记 𝑚 = 𝑞𝑟. 则

𝜔∗(𝑥𝛽) = 𝜔𝑝𝑟𝑚𝑥𝛽.

可以验证其与 𝑚 的选取无关. 进一步地, 由此可以给出 𝐺 在 𝑘 上的自然作用.

显然有:

• 𝑣⋆(𝜔∗𝜙) = 𝑣⋆(𝜙) 以及 𝑚(𝜔∗𝜙) = 𝑚(𝜙) 对任意 𝜙 ∈ 𝑘 成立;

• 若 𝑚(𝜙) = 1, 即 𝜙 ∈ 𝑘, 则 𝜔∗𝜙 = 𝜙.

将上述 Galois 群作用延拓到 𝑘[𝑦] 上: 令 𝜔∗𝑦 = 𝑦, 对任意 𝜔 ∈ 𝐺.

则 对任意 𝜔, 有 𝜔∗ 在 𝑘[[𝑦]] ⊃ 𝑅 上的限制是恒等作用.

在 𝒱𝑥 上的作用
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